Liceo Scientifico Paritario “R. Bruni” Padova, loc. Ponte di Brenta, 31/05/2019

Simulazione di II prova - Matematica e Fisica
Classe V Sezione T

Risoluzione

Il candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 4 quesiti.
PROBLEMA 1

Alcune misure di laboratorio indicano che un elettrone esce da un acceleratore lineare con una

velocita finale di modulo v I 0,40c, dove c indica la velocita della luce nel vuoto, e percorre

una distanza As =12 ¢m prima di impattare su uno schermo.

i. Calcola in quanto tempo 1’elettrone percorre la distanza As nel sistema di riferimento

del laboratorio e la distanza As’ coperta dall’elettrone nel sistema di riferimento
dell’elettrone.

L’elettrone, inizialmente in quiete, € stato accelerato dall’azione di un campo elettrico

uniforme E lungo la direzione dell’asse x.

ii. A partire dalla seconda legge della dinamica relativistica ﬁz%(”ymoﬁ), dove ~

rappresenta il fattore lorentziano ed m, =9,10910 ' kg la massa a riposo dell’elettrone,

dimostra che il modulo dell’accelerazione ¢ espresso dalla relazione

0=, ¢
dove k =eE/m,, con e=1,60210" C.
Determina una formula semplificata per l’accelerazione quando v € molto minore di c e
quando v tende a c.

iii. Prova che la formula (*) & un’equazione differenziale a variabili separabili la cui
kt

soluzione e v(t) =—_—
J1+(kt/c)

iv. Studia la funzione y = v(t), con t € R, indipendentemente da ogni riferimento fisico. In

particolare rappresenta il suo grafico qualitativo ed esplicita 'equazione della retta
tangente al grafico nel punto di flesso.
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Risposta.

i. Calcola in quanto tempo 1’elettrone percorre la distanza As nel sistema di riferimento

del laboratorio e la distanza As’ coperta dall’elettrone nel sistema di riferimento
dell’elettrone.

Vista la brevissima distanza che 1’elettrone compie fuori dall’acceleratore, & lecito considerare

1n-1
il suo moto rettilineo uniforme. Quindi At = As = 1,210 == 1,010°s.
v, 0,40-2,998:10
. o C e . ,  As Uj?
Considerando il sistema di riferimento sull’elettrone, si ha As'=—=,|1-—As=
y c

V21

= Tl,Z-lOf1 =1,110" m=11cm

ii. A partire dalla seconda legge della dinamica relativistica ﬁz%(”ymoﬁ), dove ~

rappresenta il fattore lorentziano ed m, =9,10910 ' kg la massa a riposo dell’elettrone,
dimostra che il modulo dell’accelerazione ¢ espresso dalla relazione

a=5 )
dove k =eE/m,, con e=1,60210" C.
Determina una formula semplificata per l’accelerazione quando v € molto minore di c e
quando v tende a c.

La seconda legge della dinamica relativistica in modulo & F=m —(’YU), da cui

"dt
F—mvi +m iv—>F—mvi;+ mya — F= v mya—+ ymya —
TR ’ dt \J1-v?/c? e (1—vz/c2>\/l—vz/c2 o
2/.2
v/c 3 F
—F=|—5—+1|ymya—F=vymua—a= .
1_02/(:2 ALY ALY m073
Dalla definizione di campo elettrico si ricava che F =¢E, da cui a = == ﬁs :
myy v

2132
azi—m:k[l—v—] .

3 2

Y c
Per v < ¢ siha che v/c— 0 e quindi a =k (ottengo di fatto la seconda legge di Newton).

Per v —c¢ si ha che a — 0, coerentemente con la teoria della relativita: a velocita prossime
della luce (limite insuperabile) le variazioni di velocita non possono essere che tendenti a 0 e
cosi l'accelerazione.
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iii. Prova che la formula (*) & un’equazione differenziale a variabili separabili la cui

soluzione e v(t) = LZ .
1+ (kt/c)
5132
La (*) si pud riscrivere come v’ = k[l—v—2 che & un’equazione differenziabile nelle variabili
c
t, v, v', a variabili separabili. Verifico che v(t) = LZ € una sua soluzione:
1+ (kt/c)
kyf1+ (kt/c)’ —ktME
Zilke) € e ey

[ membro: v’(t) = =

+(kt/c) (1+ (kt/c) )\/1+ kt/c (1+(kt/c)2)3/2
, )32
-5 -

1+ (kt/c ’

7

1 ]3/2 &
1+ (kt/c) (1+ (kt/c)Z)B/2 '

/2
o?\
II membro: k[l—c—z] =k

iv. Studia la funzione y = v(t), con t € R, indipendentemente da ogni riferimento fisico. In
particolare rappresenta il suo grafico qualitativo ed esplicita 'equazione della retta
tangente al grafico nel punto di flesso.

Considero k e ¢ costanti reali positive.

- dominio: D, =R.

- parita di v(t): v(—t) = —v(t), Vte R. Ovvero la funzione e dispari.
- segno di v(t): v(t):O pert=0e v(t)>0 per t>0.

+ ]
- limiti significativi ed eventuali asintoti: lim v(t) =X _ lim —kt = lim — f c=4c.
t—+o00 +OO t—+o0 1 1 t—+00 ‘t|
k |t| k2t2 + CT

La funzione ammette un asintoto orizzontale a —oco di equazione y=-—c e un asintoto
orizzontale a +oo di equazione y=c.

- crescenza di v(t) : v’(t) >0— k e 0 — VteR. La funzione e sempre crescente.
(1-1— (kt/c) )
3k° t .

. convessita di v(t): U’/(t)20—>— >0—t<0. La funzione & convessa per

¢ (1+ (kt/c)z)S/2

t<0 e ammette un flesso a tangente obliqua F (0; O), cosa che mi aspettavo visto che la
funzione e dispari e derivabile in 0.

L’equazione della retta tangente al grafico di v nel punto F & y— U(O) = (O)(x — 0) —y=kx.

3dil5



- grafico di v(t):
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PROBLEMA 2
Considera la funzione x(t) il cui grafico e rappresentato in figura. Esso presenta un punto

di massimo relativo nell’origine O e un punto di flesso in F. La retta disegnata ¢ la tangente
al grafico della funzione in F.

il.

Sapendo che I'espressione analitica della funzione x(t) e del tipo

x(t)= AP +Bt*+Ct+D,
dove A, B, C e D sono numeri reali opportuni, giustifica perché deve essere A>0,
B<0eC=0=D.
Supponendo che il punto F abbia ascissa t=2 e che sina= 3/ V10, verifica che
A=1/4, B=-3/2e C=0=D.

Considera la primitiva, definita in R, della funzione x(t) il cui grafico passa per

I'origine. Tracciane un grafico qualitativo in un sistema di assi cartesiani tOx,
mettendo in evidenza le relazioni tra il grafico della primitiva e il grafico della

funzione x(t) e determinando in particolare le ascisse dei punti di estremo relativo e

di flesso della primitiva.
Qual e l'equazione della retta tangente al grafico della primitiva nel suo punto di
flesso a tangente obliqua?

Supponi ora che la funzione x(t), in cui A=0,25 m/s3, B=-1,50 m/s2 e C=0=D,

rappresenti la posizione in funzione del tempo ¢ di un corpo di massa 2,0 kg, assimilabile a

un punto materiale, che si muove lungo 1’asse x (x misurato in metri e f in secondi), soggetto
a una forza che agisce lungo I’asse x stesso.

1ii.

iv.

Scrivi le espressioni analitiche delle funzioni K(t), F (t) e P (t) che, a ogni istante di

tempo f, esprimono rispettivamente 'energia cinetica del corpo, il modulo della
componente lungo l'asse x della forza a cui e soggetto e la potenza che gli viene
fornita. Traccia un grafico qualitativo di queste tre funzioni, motivando 1'andamento
dei grafici tracciati (non & richiesta l'esatta determinazione dei punti di flesso).

Calcola il lavoro compiuto dalla forza che agisce sul corpo nell’intervallo di tempo
compresotrat, =6se t,=10s.
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Risposta.
i.  Sapendo che I'espressione analitica della funzione x(t) e del tipo

x(t)= AP +Bt*+Ct+D,
dove A, B, C e D sono numeri reali opportuni, giustifica perché deve essere A>0,
B<0e C=0=D.

Supponendo che il punto F abbia ascissa t=2 e che sina= 3/ V10, verifica che
A=1/4, B=-3/2e C=0=D.

Poiché lim x(t) = lim Af> =400, necessariamente dev’essere A>0.

X—+400 X—+00
. o o B
x presenta un punto di flesso di ascissa positiva e x” (t) =0—6At+2B=0—t= 347 che,

assunto A >0 per quanto detto prima, € una quantita positiva solo quando B<0.

x presenta un massimo relativoin t=0: x’(O) =0—3A0°+2B0+C=0—-C=0.
Il grafico di x passa per O(O; 0): x(O) =0— A0’ +B0°+C0+D=0—-D=0.

Provo che A=1/4, B=-3/2 e C=0=D.
Ho gia provato che C=0=D.
x ammette un punto di flesso di ascissa 2: x"(2)=0—6A+B=0.

La retta tangente al grafico di x nel suo punto di flesso ha pendenza x’(2>: tana, dove

. z<Ct<7r .
tana=Sne T __sina ___ 3/V10 =-3; quindi x'(2)=-3 ~12A+4B=-3.
cosa V1-sinfa —1-9/10

Dunque, mettendo a sistema le due condizioni trovate, ho che:

[ [6A+B=0 o1 [12A42B=0 1 [A=-B/6 1 [A=1/4
II |12A+4B=-3 Il |12A+4B=-3 2[-1 |-2B=3  2I-1 |B=-3/2

ii. Considera la primitiva, definita in R, della funzione x(t) il cui grafico passa per

I'origine. Tracciane un grafico qualitativo in un sistema di assi cartesiani tOx,
mettendo in evidenza le relazioni tra il grafico della primitiva e il grafico della
funzione x(t) e determinando in particolare le ascisse dei punti di estremo relativo e

di flesso della primitiva.
Qual e l'equazione della retta tangente al grafico della primitiva nel suo punto di
flesso a tangente obliqua?

1, 3, 1, 1
Una primitiva di x(t)=—£ —=t"=—(t—6) & X(t)= | x(t)dt=—t'—=+ +¢, ceR. Quell
na primitiva di () 1 5 4( )e (t) f (t) € T3 c Quella
il cui grafico passa per lorigine deve soddisfare la condizione X(O):O, ovvero
X(t):l#—lﬁ.
16 2
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Osservo che:
-il segno di x(t) individua la crescenza di X(t)

2 2
Poiché x(t):0—>tz(t—6):0—>t:0\/t:6 e x(t)>0—>tz(t—6)>0—>t>6, X(t) sara

crescente per f>6 e presentera un flesso a tangente orizzontale in t=0 e un minimo
relativoin t=6.

- la crescenza di x(t) individua la concavita di X(t) .

Poiché x’(t) >0— %t(t—él) >0—t<0vt>4, X(t) sara convessa per t<0Vt>4 e
ammettera due punti di flesso, uno in t=0 gia individuato prima e un altro, a tangente

obliqua, in t=4.

Nel seguente piano cartesiano viene riportato il grafico di X(t), quello di x(t), cercando di

evidenziare le corrispondenze suddette. Infine e riportata la retta tangente al grafico di X (t)

nel suo punto di flesso a tangente obliqua.

10

L’equazione della retta tangente al grafico di X(t) nel punto di ascissa t=4 e

x—X(4)=X'(4)(t—4) > x—X(4)=x(4)}{t—4) > x+16=—8(t—4) —» x =—8t +16.

iii.  Scrivi le espressioni analitiche delle funzioni K(t), F (t) e P (t) che, a ogni istante di

tempo f, esprimono rispettivamente 'energia cinetica del corpo, il modulo della
componente lungo l'asse x della forza a cui e soggetto e la potenza che gli viene
fornita. Traccia un grafico qualitativo di queste tre funzioni, motivando 1'andamento
dei grafici tracciati (non & richiesta 'esatta determinazione dei punti di flesso).
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L’equazione del moto del punto materiale & x(t) = 0,25+ —1,50+*, da cui posso determinare:

- 'espressione della velocita v(t) = %x(t) =0,75t*—3,00;
- 'espressione analitica dell’accelerazione: a(t) = %v(t) =1,50¢t—-3,00.

Quindi:
1
K =_mo* — K(t)= (0,75¢> —3,00¢)

2
y

F,=ma— F,(t)=3,00t—6,00;

P=F-v— P(t)= %(t - 2)(t2 - 4t) = %(ﬁ —6t* + 8t) , oppure, utilizzando la forma differenziale:
d d d
P=— [ E(x)dx= Ef(3t—6)d(0,25t3 ~1,5¢*) = Ef(?)t—6)(0,75t2 —~3t)dt =
9d 9

= (t3 — 6t +8t)dt:Z(t3 — 6t +8t).

Studio la funzione K(t) = %tz (t — 4)2 )

D,=R, K(t)=0—t=0Vt=4 e K(t)>0—tcR\{0; 4}.

K(t
lim K (t) =+o00 ma la funzione non ammette asintoti obliqui in quanto tlim # =+00.

t—=+o0 —to0

K/(t) >0— %t(t — 4)(1‘ - 2) >0—0<t<2Vt>4, ovvero la funzione e crescente in tali intervalli

e ammette due minimi relativi (anche assoluti) ml(O; O), m2(4; 0) e un massimo relativo
M(2;9).

1o L

NG

allinterno di tali intervalli e ammette due punti di flesso a tangente obliqua in t = 2(1— 1/ J3 )

ein t:2(1—|—1/\/§).

K”(t)20—>%(3t2—12t+8)20—>t§2 VE>2

1 . .
1+T , ovvero la funzione e convessa
3

Studio la funzione F, (t) =3t—6.

Si tratta di una retta ovunque definita con pendenza 3 e intercetta —6 che interseca 1’asse delle
ascisse in +=2. Significa che nei primi due secondi la forza & di tipo resistente, poi fa
accelerare il punto materiale.

Studio la funzione P(t) = %t(t — 2)(1‘ - 4) )

Si tratta di una cubica ovunque definita con coefficiente direttivo positivo. La funzione
ammette tre zeri, t=0Vt=2Vt=4 ed e positiva per 0<t<2Vt>4.
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1oL

V3

all'interno di tali intervalli e ammette un punto di massimo relativo in t= 2(1—1/ J3 ) e un

9

P’(t)20—>1<3t2—12t+8)20—>t§2 Vt>2

1 . .
1+T], ovvero la funzione e crescente
3

punto di minimo relativo in ¢t = 2(1 + 1/ V3 ) .

P’ (t) >0— %(t— 2) >0—t>2, ovvero la funzione e convessa all’interno di tale intervallo e

ammette un punto di flesso a tangente obliqua F (2 ; 0).

Osservo che P(t) =K’ (t): in effetti un altro modo per determinare la potenza & P(t) = %K (t) .

I grafici delle tre funzioni sono nel seguente piano cartesiano.

<~

X
10

iv.  Calcola il lavoro compiuto dalla forza che agisce sul corpo nell'intervallo di tempo
compresotrat, =6se t,=10s.

L:fx;()lo)l-“x(x)dx:j:OFx(t)d(O,25t3—1,5t2);f610(3t—6)(0,75t2—3t)dt:%f(t3—6t2+8t)dt:
10

10
A R VYl i{tz(tz —8t+16)] =1,94-10° ], dove in * si & utilizzato la definizione
4]4 . 16 6
di differenziale.
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QUESITI di MATEMATICA

1
144327

dall’asse x e dalle rette di equazioni x=a e x=2a,con acR_,. Per quale valore di a I'area

1. Considera la regione finita di piano limitata dal grafico della funzione f ( )

di tale regione di piano € massima?

Risposta.

La funzione da ottimizzare e la funzione area, dipendente del parametro a: S(a):

= [ ppx= [ flx)ax— [ f(x)ar: (a)=2f(20)= F(a) = S'(a)= Hf(za)z e
1— 84>

 (1+16a7)(1+ 47)

e § (a)zo quando 0<a< ovvero l'area € massima per

1
2427

2. Sia 7 il piano di equazione x —3y+2z—3=0. Scrivi I'’equazione della superficie sferica S

di centro C(—l; 2; —2) tangente al piano 7 e calcola le coordinate del punto di tangenza.

Qual & l'equazione del piano parallelo a 7 (e distinto da esso) anch’esso tangente alla
superficie sferica 5?

Risposta.
[-1-3242(-2)-3

\/12 + 2? \/ﬁ

Quindi s: (x+1)2+(y—2)2+(z+2)2:14—>x2+y2+zz+2x—4y+4z—5:0.

Poiché S(C(—l; 2; —2), ) e tangente a T, r_dlst(C 7r) =414 .

Per determinare le coordinate del punto di tangenza T, basta intersecare il piano 7 con la retta
s perpendicolare a 7 passante per C.

Determino le equazioni parametriche della retta s: poiché s L 7 —§=a#, Ja€R\{0}, e scelgo

$(1; —3; 2). Quindi

x=—1+t
siiy=2-3t ,teR.
z=—-2+2t

Un generico punto di s e P, (—1—|—t; 2-3t; —2—|—2t); tale punto appartiene a 7w per
(—1+t)—3(2—3t)+2(—2+2t)-3=0—t=1, quindi T(0; —1; 0).

Sia 7’ il piano parallelo a 7, distinto da 7, tangente ad S. Allora 7’ & tangente ad S nel punto
T’ simmetrico di T rispetto a C; detto diversamente C ¢ il punto medio del segmento TT’,

10di 15



Risposta.

Xp+Xp

percido  x.= =Xy =2X =Xy = Xy ==2, Y =2Y.—VY,— Yy, =5 e z,=2z.—z,—

— 2, =—4, quindi T'(-2; 5; —4).

' ||m— 7' =p7, IBeR\{0}, scelgo f=1.T'ern' - -2-35+2(—4)+d=0—d=25.
Quindi 7':x—3y+2z+25=0.

3. Trova il massimo assoluto della funzione reale a valori reali f (x)

= ln(x)/x nel suo
dominio. Utilizzando il risultato ottenuto, dimostra che 7° <e”.

Risposta.

dominio della funzione & D :]0; -l-oo[.

. Inoltre }1}3} f (x):—oo e
H . —

lim f(x):[-‘_;.O := lim l=0. Poiché f’(x)EOﬁMZO—J—IanO—mSe, la

x——+00 +OO X—+400 X X

Ine
e; —

funzione ammette un massimo relativo M[ ]: (e ; e’l). Visto il dominio e i limiti, tale
e

) . ) e g Inx Ine . )
massimo & anche assoluto e unico. Questo significa che, Vx €D ; —<—;in particolare,

X e
InTt Ine

con x=nmsiha —<——elnr<mhhne—In7"<lne”" = 7° <e”.
T e

+00 2
4. Determina il carattere ed eventuale somma della seguente serie: Z ( 1) .
n—2 N\ —
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Poiché lim L:O, nulla ci suggerisce sul carattere della serie data. Noto che

2 __2_ , ovvero si tratta di una serie telescopica. Osservo la ridotta n-esima:
n(n—l) n n-—1
~ 2 2 2 2 2 2
——=(1-2)+ % + \J\X% ot %—% + % +|= =-2+=,
Z:21(1—1) n— n— n— n n
N2 2

uindi =lm ) ——=-2+4+lim —=-2.
a Z_: (n—1) nﬂ+w;i(i—1) e
5. Da un’analisi di mercato ¢ risultato che il 32% della popolazione usa un dentifricio
sbiancante. Scelto a caso un gruppo di 25 persone, determinare il valore medio, la
varianza e la deviazione standard della variabile casuale X: “numero di persone che usa
il dentifricio sbiancante”. Calcolare inoltre la probabilita che, all’interno del gruppo

scelto, il numero di persone che usano detto prodotto sia compreso tra 8 e 12, estremi
inclusi.

Risposta.

Si tratta di una VA discreta che si distribuisce alla Bernoulli con n =25 e p=0,32; quindi

p=np=250,32=8, o :np<1—p):25-0,32-0,68:%:5,44 e 02%22,332.

p(8<X <12)=p(X =8)+p(X=9)+p(X=10)+p(X =11)+ p(X = 12) :{ 285 ]0,328-0,68" +

25
9

+

]0,329-0,6816 +

25 10,321%.0,68'° +
10

25 10,3211.0,68" +
1

i’ ]0,3212-0,6813 ~ 54 4799%.
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QUESITI di FISICA

6. Un muone ha massa m=105,6 MeV/c* e quantita di moto J3me. Calcola la sua
energia totale in MeV.

Risposta.
2 2
Dap:frmv:\/g-mc trovo che 72:\/§—>L:\/§—>U—2:3[1—U—2J—>zzﬁ, da
c c /1_UZ/C2 c c c 2

MeV

&

cui 72:\/§—>7:2 Quindi E = ymc* = 2-105,6 /=211,2 MeV .
c

7. Un fascio luminoso di luce ultravioletta con lunghezza d’onda \= 240 nm viene
utilizzato per estrarre elettroni da una superficie metallica di ferro (il cui lavoro di
estrazione vale 3,20 eV). Determina la massima energia cinetica e la corrispondente

quantita di moto degli elettroni estratti dal ferro e calcola la corrispondente lunghezza
d’onda di de Broglie.

Risposta.
1034, 108
Ky =hf L, =" 1, - K, = %0210 29981075 501 60210 =3,1510 ] =1,97 ¢V .
2,4010
1 ) 2K, ¢ .1 31 19
Kyax = Emev — V= T , quindi p=my= JZmeKMAX = \/2-9,109-10 23,1510 =

=7,58107% kg:m/s.

1034
Infine \ = E = % =8,7510""m=0,875 nm.
P 90"

8. Una spira quadrata conduttrice di latoae resistenza Rsi muove con velocita
costante ¥ verso destra, nel piano rappresentato in figura. La spira passa attraverso una

regione in cui € presente un campo magnetico uniforme B, entrante nella pagina; la
regione che & sede del campo magnetico corrisponde alla striscia limitata dalle rette di

equazioni x =4 e x=23a. Indicata con x l’ascissa che rappresenta la posizione del lato
destro della spira:

i. traccia il grafico della funzione che esprime il flusso del campo magnetico
attraverso 1’area racchiusa dalla spira in funzione di x;
ii. traccia il grafico della fem indotta nella spira in funzione di x.
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. A ixx X X xi
4 Y Exx X X xE
P X X X X X,
:XX X X X:
a b )
X x X x x!
X X X X X
a 5 EX X X X X!
i X X X X x|
: :Xx X X x:
: :XX X X X:
! LX X X X X! -
X O Exx X X xE X
PX X X X x|
x=a x=3a
Risposta.
Si ha che
0 sex<a

Ba(x—a) sea<x<2a

¢, =1 Ba’ se2a<x<3a
Ba(4a—x) se3u<x<4da

0 sex>4a

L’inclusione o meno degli estremi e arbitraria.

Il primo caso e ovvio essendo la spira completamente fuori dalla zona dove e presente il
campo magnetico.

Nel secondo caso la spira entra nella zona dove e presente il campo magnetico di una
quantita paria x —a, per cui ¢, =BS= Ba(x—a).

Il terzo caso € ovvio essendo la spira completamente dentro alla zona dove & presente il
campo magnetico.

Nel secondo caso la spira esce dalla zona dove & presente il campo magnetico di una
quantita pari a x—3a, per cui la parte rimanente all’interno della zona colpita da campo
magnetico € a —(x—3a) =4a—x,dacui ¢, =BS= Ba<4a —x) .

Il quinto caso e ovvio essendo la spira completamente fuori dalla zona dove e presente il
campo magnetico.

Si tratta quindi di tracciare il grafico di una funzione a tratti:
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1Ban2

0.8Bar2

0.6Ban2

0:4Ban2

0.2Bar2

0 la 2a 3a 4a 5a
Applicando la legge di Faraday-Lenz fem = —%qﬁB all’interno dei singoli tratti (la funzione

non ¢ derivabile negli estremi dei singoli tratti) trovo che

0 sex<a
—Bav sea<x<2a
fem=1 0 se2a<x<3a ,
Bav  se3a<x<4a
0 sex>4a
d .
dove v = Ex . Il grafico e il seguente:
y
1Bav Q—?
0:5Bav i E
; 5
0 Ta Za 3a fa sa
-0.5Bav i i
E fem E
-1Bav O—O
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NOTE:

i.  Durata massima della prova: 6 ore.
ii. B consentito I'uso di calcolatrici scientifiche e/o grafiche purché non siano dotate di capacita di
calcolo simbolico (O.M. n. 350 Art. 18 comma 8).
iii.  E consentito I'uso del dizionario bilingue (italiano-lingua del paese di provenienza) per i candidati di

madrelingua non italiana.
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