PROBLEMA Gruppo 1

1.

b)

c)

Elettrostatica

Data la famiglia di funzioni f(x) = ax? —bln|1 —§| definite nell'intervallo [-20;20],
determina i valori dei due parametri a,b reali che individuano la funzione passante per il
punto P(6;360+880 In(7)) e il cui grafico e tangente alla retta di equazione y = ﬁ;ox nel

punto di ascissa x=0. Costruisci poi il grafico della funzione.

Esprimendo x in cm e assumendo a=10 V/cm? e b=880V, la funzione f(x) = 10x?% —
880 In |1 — §| rappresenta, a meno di una costante, il potenziale lungo I'asse x (espresso in

Volt) di uno solo dei tre sistemi fisici di seguito proposti: una nube di carica negativa,
uniforme a simmetria sferica di raggio 20 cm, e:

contenente una carica puntiforme negativa, posta a distanza x=7,0 cm dal centro della
sfera.

tagliata da un piano caricato positivamente in modo uniforme, a distanza x=7,0 cm dal centro
della sfera.

perforata da un filo rettilineo infinitamente lungo, uniformemente carico positivamente,
passante a distanza x=7,0 cm dal centro della sfera.

Fig. a Fig. b Fig. c

Individua tra a), b) e c) il modello pit idoneo argomentando la scelta effettuata.

3.

Determina la carica totale della nube e, in base alla scelta effettuata, o il valore della carica
puntiforme, o la densita di carica superficiale del piano, o la densita di carica lineare del
filo.

Determina la funzione campo elettrico sui punti dell’asse x e rappresentala graficamente.
Utilizza la funzione campo elettrico per calcolare il lavoro necessario per spostare una
particella di carica ¢ = 1,6 - 1071° C lungo I'asse x da x=10 cm a x=100 cm, esprimendo il
risultato in joule.



Problema Gruppo 1b
IL MECCANO E L'INDUZIONE

Un telaio di materiale conduttore € composto da quattro barrette incernierate negli estremi in
modo da formare un rombo di forma variabile.

Ogni barretta € lunga L e ha una resistenza elettrica R.

Il punto O della struttura & fisso mentre I'estremo A & vincolato a muoversi sull’asse delle x (vedi
figura). La deformazione del telaio avviene gradualmente aumentando I’angolo 0 tra la barretta OC

s o . \
e l'asse x, da 0 a 2, con velocita angolare costante w. L'evoluzione del moto frat=0s e t = tfn €

illustrata in figura.
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Figura 1

Il telaio e inserito in un campo magnetico uniforme di intensita B perpendicolare al suo piano, con
verso entrante nel foglio. Durante la deformazione viene indotta una corrente elettrica nel telaio.

1) Spiega la natura di questa corrente i individuandone il verso durante la fase di apertura e
chiusura del telaio.

2) Durante la deformazione si riscontrano delle forze resistenti (diverse dagli attriti): spiega la
natura di tali forze e perché devono opporsi alla deformazione.



3)

4)

5)

6)

Scrivi I'espressione della funzione i(t) che descrive l'intensita di
corrente in funzione del tempo e disegnane il grafico in un
opportuno sistema di riferimento.

Se R=103Q, w=1 rad/s, B & il campo magnetico terrestre pari a 0,5
10T, L=0,2 m calcola il valore medio della potenza elettrica erogata
durante la fase da t=0 secondi a t = tiin.

In figura & rappresentata una tipica batteria di uno smartphone;
ritieni la potenza erogata dal meccano da t=0 secondi e t=tfn
sufficiente per ricaricare il tuo smartphone? (utilizza le specifiche
della batteria per questa valutazione quantitativa).

Detta x I'ascissa del punto C, vertice superiore del rombo, verifica
che l'area della superficie del telaio al variare di x pud essere

descritta dall’espressione S(x) = 2|x|VL? —x? e studia tale
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funzione S(x) nell'intervallo [-L; L], discutendone la derivabilita, determinandone gli

eventuali punti stazionari e tracciane il grafico.

Detti M il massimo della funzione S(x) nel primo quadrante e J il punto di coordinate (L; 0),
calcola la probabilita che, scelto a caso un punto Q nella regione di piano 2 delimitata dal
grafico della funzione e dal segmento OJ, Q si trovi all’interno del triangolo di vertici OJM.



Soluzione

Spiega la natura di questa corrente i individuandone il verso nelle varie
fasi

Le correnti sono legate alla variazione del flusso del campo magnetico concatenato e seguono la legge
di Faraday-Neumann-Lenz
. 1 do(B)
i(t) = —

R tot dt
Piu precisamente, la variazione del flusso concatenato risulta essere dovuta alla variazione della
superficie del meccano, in quanto il campo magnetico B ha modulo costante. Dato che in una prima
fase la superficie concatena aumenta e in una seconda fase diminuisce, la corrente circola in verso
prima antiorario e poi in verso orario. Il verso della corrente ¢ sempre tale da generare un campo
magnetico indotto che si oppone alla variazione di flusso.

Durante la deformazione si riscontrano delle forze resistenti (diverse da-
gli attriti): spiega la natura di tali forze e perché devono opporsi alla
deformazione.

La forza che si oppone puo essere spiegata dal punto di vista delle correnti o dal punto di vista
microscopico.

Dal punto di vista delle correnti, far variare la superficie del meccano genera delle correnti che risen-
tono della forza F,  siatente = =il A B che complessivamente si oppongono alla forza agita dall’esterno.

Dal punto di vista microscopico, la deformazione del meccano sposta nel campo magnetico gli elet-
troni presenti allinterno delle sbarrette (che di fatto acquisiscono una velocita @ non nulla rispetto

al campo stesso) per cui risentono di una forza di Lorentz pari a Fropent: = €0 A B.

Scrivi ’espressione della funzione i(?) che esprime la corrente in funzione
del tempo e disegnane il grafico in un opportuno nel piano cartesiano

In base a quanto detto sopra

) 1 d®(B) 1,
i(t) = — =— em.
1( ) Rtot (H Rtot f e

La resistenza totale Ry, del circuito ¢ pari a quattro volte la resistenza della singola sbarretta

Riot = 4R
All’istante ¢ la superficie concatenata A(t) del meccano risulta essere data da
A(t) = L?sin(26(t))
Il meccano si deforma con una velocita angolare costante per cui 6(t) = wt.

Il campo magnetico risulta essere costante in modulo e in verso, ¢ parallelo al vettore superficie del
meccano, per cui:

—

®(B)y=A-B=AB
Risulta quindi che la corrente indotta i(¢) ¢ pari a
1 dd(B) 1 d wBL?
BL? wt)) =
R dt ~ aRd (L SnD) =55

Il grafico di questa funzione ¢ il grafico di una funzione elementare ottenibile con una dilatazione su
entrambi gli assi

i(t) = —

cos(2wt) .



Se R=103Q, w=1 rad/s, B & il campo magnetico terrestre pari a 0,5 10* T, L=0,2 m calcola il valore
medio della potenza elettrica erogata durante la fase da t=0 secondi a t = tsin. Ritieni tale potenza
sufficiente per ricaricare il tuo smartphone? Motiva la risposta.

Assumendo che per potenza del circuito si intenda la potenza associata alla f.e.m. indotta, possiamo

Bl

2 2
dire che tale potenza &: P =i[fem.=R i’ (t) = 4R(%COS(2M)} ——cos’ (2ax)

Il valore medio della potenza pud essere ottenuto con il teorema della media integrale. Calcoliamo
il tempo che ci impiega il meccano ad aprirsi: 'angolo complessivo risulta essere pari a 7/2, e il
sistema procede a velocita angolare costante w per cui

ff,‘,l = i = g,s‘
La potenza media ¢ data da
_ 1% wBl Bl i Bl )
p= j cos’ (2at ot ===~ E—I— j cos’ (2at ) (2at)="——=210" W
tfin 0 R atfln 2R

La potenza cosi ottenuta risulta essere decisamente molto piu piccola rispetto a quella tipica di un
caricatore da smartphone. La potenza erogata da quest'ultimo & stimabile dai dati forniti:
assumendo un tempo di carica di circa 1h, la potenza risulta essere Pcaricatore =7,6 W. Utilizzando il
meccano come caricatore, impiegheremmo un tempo pari a circa 4-10° h ossia circa 5-:10° anni. La
risposta e quindi negativa.

Detta = l’ascissa del punto (', vertice superiore del rombo, verifica che
Parea della superﬁcie del telaio al variare di » puo essere descritta dall’e-

spressione S(x) = 2|x|VL? —

Le coordinate del punto C', per il teorema di Pitagora, sono C' = (x,\/ L? — x?). La lunghezza del
segmento OA ¢ pari a due volte il modulo dell’ascissa del punto C'. La superficie ¢ pari al doppio
dell’area del triangolo AC'O ed ¢ data da:

90<4O

<) = 2el VT
Studia la funzione S(r) nel suo dominio determinandone i punti stazionari
e discutendone la derivabilita, e tracciane il grafico.

Assumiamo che la funzione S(x) sia scorrelata dal suo significato iniziale.

11 dominio ¢ dato dalla condizione di esistenza della radice: L? — 22 >0 = —L<az<L.In
tale dominio la funzione ¢ continua e non presenta discontinuita.

La funzione ¢ pari; infatti:

S(—x)=2| —z|\/L? - (—x)? =22V L? —22=S5(x).

Effettueremo lo studio solo nell’intervallo [0; L.
In tale intervallo S(x) risulta essere positiva e si annulla nei punti x =0 ¢ z = L.
La derivata S’(x) ¢ pari a

L? — 222

La derivata risulta non essere definita per # = L, valore per cui il denominatore si annulla.

S(z) =2



S’(x) ¢ positiva se il numeratore ¢ positivo, ossia quando L? =222 >0 =0<z < 3 mentre

¢ negativa per

< x < L. Lo studio del segno evidenzia quindi la presenza di un massimo M di

2L .
coordinate M = (fT:Lz)

Studiamo i due punti estremi dell’intervallo [0; L].
Nel punto 2 = 0 la S(x) ha una tangente ¢ data da

t: y=5'(0)z+ S(0) =2Lx
Il punto & = L ¢ un punto di non derivabilita; si ha infatti che
L2 — 222
lim 2—1 = —.

r— L~ \/L2 — 1‘2

Passiamo a studiare la derivata seconda S”(x); otteniamo esplicitamente

ds’(z) Zp® — L%
"N\ _ .
S =gy (L? — 22)3/2

Questa funzione ¢ minore di zero in ogni punto appartenente all’intervallo (0; L). Per il dominio, il
denominatore risulta essere sempre positivo, ¢ positivo e il fattore 222 — 3L? risulta essere sempre
negativo.

La funzione ha una concavita rivolta verso il basso. Si annulla invece per & = 0, che corrisponde ad
un punto angoloso dato dalla presenza del modulo. Di seguito le tangenti ¢ ¢ t':

i:y=2Ls, t':y=—-2Lx.

Di seguito il grafico con tutte le informazioni per L = 1.
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Detti M il massimo della funzione S(x) e G il punto di coordinate (L;0),
calcola la probabilita che, scelto a caso un punto () nella regione di piano
Y. delimitata dal grafico della funzione e dall’asse delle ascisse, () si trovi
all’interno del triangolo di vertici OMG.

Valutiamo la probabilitd secondo la definizione di casi favorevoli su casi possibili. I casi favorevoli
1 ) . s
corrispondono all’area del triangolo OMG, pari A(OMG) = 5L IR = §L'5.

I casi possibili corrispondono alla porzione di piano compresa fra il grafico di S(z) e Dasse delle
ascisse pari a

Ator = /L |S(z)|dx = 2/L (21@) dr =

J—L 0

La probabilita P richiesta risulta quindi essere data da

p_ AOMG) _ L2 _3

A AL3/3 8




Problema Gruppo 1c

La curva Lorentziana

Fissati due parametri reali a e 8, con § > 0, considera la funzione reale di una variabile reale:

B B
Jap(x) = G0+ ]

Figura 1:

Grafico di gqg

M(1,1)

P(0,3/4)

0,5

[«»]

1. Determina i valori di @ e B corrispondenti alla funzione g,p rappresentata in figura 1,

evidenziando che le caratteristiche principali della funzione cosi individuata sono in accordo con
la funzione rappresentata in figura.

2. Calcola I’area della regione di piano delimitata dal grafico di g1,3(x), dall’asse delle x e dalle rette
parallele all’asse y passanti per i punti di flesso.

3. Per k reale positivo, posto I(k) = f;fkk g13(x)dx calcolail limite A = ,lim 1(k)

4. Determina il valore di k per cui I(k) = A/2 e verifica che g1,3(a+k) e gi1,3(@-k) sono entrambi pari
alla meta del massimo della funzione. Il valore 2k e’ detto larghezza a mezza altezza.

La funzione precedentemente studiata € utilizzata in spettroscopia con il nome di Lorentziana per
descrivere la forma delle righe spettrali, ovvero I'andamento in funzione della lunghezza d’onda A
dell’intensita della radiazione elettromagnetica raccolta da uno spettrometro (vedi figura 2):
AL\?
&)

ANN?
a-a?+(5)
in cui la larghezza a mezza altezza 2k € indicata con AA, e C & un fattore moltiplicativo diverso per
ogni riga spettrale.

con C >0 e,[i'=(M)2

2

J=c¢C



In un esperimento utilizzi uno spettrometro per verificare la legge di emissione per I'atomo di

idrogeno nello spettro visibile (serie di Balmer):

1_
2=

11 . . .
Ry (Z — ﬁ), n intero maggiore di 2 (1)

dove Ry = 1,097 x 107 m~1 & la costante di Rydberg per I'idrogeno. In tabella sono riportati i valori
della lunghezza d’onda delle righe spettrali osservate per un campione di idrogeno atomico (fig. 2).

A[107°m]
39046
41242
43542
4852
65612

Tabella 1: posizione (A\) dei massimi
delle righe spettrali osservate in figura
2
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Figura 2: in alto lo
spettro di emissione di H monoatomico
e in basso l'intensita delle righe spettrali
in funzione della lunghezza d’onda della
radiazione A

5. Verifica se i dati in tabella sono compatibili con la legge (1) tenendo conto dell’incertezza di
misura e interpretali da un punto di vista teorico utilizzando il modello di atomo di Bohr.

6. Come puoi osservare dal grafico in figura 2 al diminuire della lunghezza d’onda le linee
spettrali si avvicinano e quando la distanza tra esse € minore di A\ si confondono in un
unico segnale. Utilizzando la formula (1) di cui sopra, determina il valore massimo di n per
cui si riesce ad osservare una riga distinta se A4 =10 nm e confronta il risultato con lo spettro
in figura. Spiega |'origine della banda continua osservabile in figura 2 per lunghezze d’onda

piccole.

7. Determina il valore del parametro B della curva Lorentziana che descrive il profilo della
riga spettrale a 656 nm mostrata in figura 2 e riportata con maggior dettaglio nella figura

seguente.

800



1.

Intensita della riga spettrale a 656 nm

40
35
30
25
20
15
10

Intensita in unita arbitrarie

620 630 640 650 660 670 680 690

lunghezza d'onda in nm.

TRACCIA DI RISOLUZIONE
I valori di a e 3 si ottengono imponendo che la funzione passi per i punti P e M; si ottiene

B ___ B

. e 1=————, la cui soluzione risulta essere
a’+p (1-a) +p

Cor . . .3
cosi il sistema di equazioni: 2 =

cona=1lef =3.

Si chiede di verificare che la funzione proposta con a =1eff =3 gi3(x) rispetti le
caratteristiche evidenziate nel grafico quindi che abbia come dominio R, abbia un massimo
in M(1,1), presenti due flessi simmetrici rispetto ad M e che tenda a zero all’infinito.

La funzione g;3(x) = e razionale fratta, ha come denominatore una somma di

(x—1)2+3
numeri positivi e pertanto non si annullera mai, quindi D=R.
Derivando la funzione si ottiene:

’ _ —6x+6
9'1,(0) = [(x—1)2+3]2

che si annulla proprio per x=1, € positiva per x<1 e negativa per x>1 quindi M & un massimo
La derivata seconda risulta essere

18x2% — 36x
(x—1)2+3]3
che si annulla per x=0 e x=2, risulta positiva per x<0 e x>2 e negativa per 0<x<2; il punto P ed
il punto Q(2; %) sono pertanto flessi e sono inoltre simmetrici rispetto al punto M.

Applicando il teorema di De L'Hospital si ottiene che lim = lim — =0
x—+oo (x—1)2+3 x—+o00 2x—2

| risultati precedenti consentono di affermare che il grafico proposto € compatibile con

9”1,3 x) = [

quello della funzione g; 5(x) = , come richiesto.

(x—1)2+3

Le ascisse dei punti di flesso sono quelle dei punti P e Q determinate precedentemente,
) i . . 2 3 _ .1 x=1\12 _
I’area richiesta si calcola pertanto risolvendo fo D73 dx =3 N [arctg ( N )]0 =
V3

—TT.
3



(Si poteva giungere allo stesso risultato riconoscendo che la funzione g; 3(x)é la

traslazione di vettore ¥(1; 0) della funzione pari f(x) = x23+3 area

corrisponde a

fl 3 d

-1x2+3

Hlares (=5

L’integrale richiesto per ¢ = 1 risulta essere

1(k) = f11+kk g13(x)dx = \/_[arctg ( = )]1+k = 2+3arctg (\/_)
Il valore di A= lim 1(k) = lim 2\/—arctg( ) = 2\/—— = V3

Si chiede di risolvere I'equazione % = I(k), che utilizzando il risultato del punto 3 diventa
b3 k k s .k T
E\/g = 2\/3 arctyg (ﬁ)' arctg (ﬁ) =5 da cui o 1 e quindik = /3
Sostituendo nell’espressione della funzione, si ottiene facilmente g, 3(1 ++3) = % che &

proprio pari alla meta del massimo della funzione (che si ha nel punto M).

Per analizzare la compatibilita dei dati sperimentali con la legge (1) si puo ricavare in maniera
e . , 4n? - L -
esplicita 'espressione della lunghezza d’onda A = m e sostituire via via i valoridin e

(n2—
confrontarli con quelli sperimentali proposti.
Per n=3 si ottiene 1 = 656 nm che rientra nell’intervallo (654; 658)nm, rendendo il dato
compatibile con la (1), con n=4 si ottiene A = 486nm che rientra nell'intervallo
(483; 487)nm e via di seguito fino ad n=6
Il primo valore in tabella invece che rientra nell'intervallo (384;396)nm é invece

compatibile con i valori di n=8,9,10.

La spiegazione dei risultati sperimentali ottenuti da Balmer, sintetizzati nella legge (1) e messi
in evidenza dalla figura 2, si € avuta con l'introduzione del modello atomico di Bohr.
Secondo tale modello I'atomo di idrogeno e costituito da un elettrone negativo che ruota
attorno ad un nucleo positivo percorrendo delle orbite circolari ben definite, dette orbite
stazionarie; percorrendo un orbita stazionaria I'elettrone non irraggia, ma puo emettere o
assorbire energia solo durante la fase di transizione passando da un'orbita a un'altra secondo
la relazione AE = hf. Da qui il fatto che lo spettro sia discreto e non continuo.

Secondo il modello di Bohr, il momento angolare orbitale & quantizzato, esso puo cioe
assumere solo valori pari ad un multiplo intero della costante di Planck ridotta e I'energia
totale associata all'atomo di idrogeno con l'elettrone nei vari livelli energetici n &

—13,6
—eV.
n

inversamente proporzionale ad n? secondo la relazione E,, =

Per determinare il massimo valore di n che consente di osservare una riga distinta si procede
valutando le differenze di lunghezze d’onda ottenute per valori consecutivi di n e
controllando se risulta essere minore di 10 nm:

A3_A, = 656nm — 484nm = 170n > 10nm

Ay_As = 484nm — 434 = 52nm > 10nm

As_Ag = 434nm — 410nm = 24nm > 10nm



Ag_A; = 410nm — 397nm = 13nm > 10nm
Ay_Ag = 397nm — 389nm = 8nm < 10nm
Come si nota, per n>7 il vincolo fissato da AA = 10nm non € pil rispettato.

Per lunghezze d’onda basse, come notato anche al punto 5. non si riescono piu a distinguere
nettamente le diverse righe di emissione che pertanto diventando sempre piu vicine vanno
a fondersi in un’unica banda larga.

Dalla figura 3 si nota che il valore massimo di intensita, ottenuto in corrispondenza di

A = 656nm, vale 35 (unita arbitrarie).

Ricollegandosi a quanto ottenuto al punto 4, per rispondere alla domanda si devono cercare
i valori di lunghezza d’onda corrispondenti al valore di intensita pari a 17,5 (u.a.) meta del
massimo e calcolare la loro differenza, tale valore corrisponde alla larghezza a meta altezza.
Come si pud notare il valore 17,5 (u.a.) si ottiene in corrispondenza di 4; = 651lnme A, =
661nm; si noti come anche in questo caso i due valori sono simmetrici rispetto al valore
massimo in accordo con quanto trovato nell’analisi della funzione g, 3(x).

Il valore quindi della larghezza a mezza altezza, corrisponde a 10nm



Gruppo 2 — Problema 1a
Curve, roller coaster e potenziale

In occasione di una visita presso |'universita, durante un open day, osservi una lavagna e la tua
attenzione si focalizza su due grafici e una funzione. In particolare, ricordi di aver incontrato uno

dei due grafici sul tuo testo di fisica. Fotografi la lavagna per poterci lavorare.
(1-x)
xZ

La funzione fotografata e f(x) = + k In(x)", con h numero reale > 0.

1. Individua il dominio della funzione, i punti stazionari e caratterizza la loro natura. Mostra
che esiste almeno uno zero della funzione che non dipende dai valori di h e k.

ap

o5 /1 15 2 25 3 35 4 4

(=]

45 2 35 3 25 2 15 1 g5/

-104

2. In figura é dato il grafico di f(x) per un certo valore di h e di k. Traccia un grafico qualitativo
della sua derivata f’(x), mettendo in evidenza le correlazioni tra i due grafici.

. . - . - . 2 1
3. Determina per quali valori di h o k & verificata I'uguaglianza: fl f(x)dx = e In2
Immaginiamo ora che una particella si muova sull’asse x e che la funzione del grafico sopra
riportato rappresenti la sua energia potenziale.

4. Individua la grandezza fisica rappresentata analiticamente dalla derivata f'(x), interpretando
fisicamente le caratteristiche peculiari del grafico di tale derivata.
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In figura & dato il grafico della funzione U(x) = %, ottenuto dalla f(x) per k=0 e x>0. Questo

grafico rappresenta, a meno di costanti moltiplicative con dimensioni opportune, I'energia
potenziale per una particella in funzione della sua posizione sull’asse x.

5. Ricordando le relazioni tra energia cinetica, potenziale e totale per un sistema conservativo,
ricava dal grafico informazioni riguardo le possibili posizioni di una particella che ha una
energia totale E = - 10 eV, dandone motivazione.

Individua le condizioni energetiche che permettono alla particella di allontanarsi
indefinitamente. Una particella la cui energia potenziale € quella in figura pud possedere
un’energia totale E=-30eV?

6. Descrivi un possibile sistema fisico compatibile con questo tipo di energia potenziale.

Nota: 1eV=1,610%J



Soluzione
1. Il dominio &: D = (0,4+) se h e dispari,x + 0 se h & pari;
i punti stazionari si ottengono a partire dalla derivata prima della funzione f(x):

£100) x—2 hk
x) = —
3
hkx2+x—2x *
f’(x)20—>x—3205ehk=0allorax22,

se hk # 0e hpari f'(x) < 0(—o0,x; JU (0,x,] f'(x) =0
sehk #0ehdispari f'(x) <0 (0,x;]f'(x) =0

_ —1-V1+8hk Yo = —-1+V1+8hk
1™ 2nk 27 2nk
X1€ X, minimi.
x =1 e uno zero per ogni valore di h e k.

40
20 4
20

10

-10

-z0

3. flzf(x)dx = hk(2In2 - 1) + % —In2 = %— In2 se h o ksono nulli

4. Se U(x) rappresenta la energia potenziale per un campo di forza conservativa in funzione
della posizione, allora la sua derivata rispetto alla posizione x rappresenta la forza.
Dal grafico della derivata possiamo ricavare le seguenti informazioni:
per x— too |a forza tende a diventare nulla;
- nei due punti di minimo dell’energia potenziale la forza & nulla;
- awvicinandosi all’origine la forza tende all’infinito.

5. Lenergia totale per questo sistema & pari alla somma dell’energia potenziale ed energia
cinetica: E=U+K.



- La particella & confinata nella regione in cui I'’energia cinetica & non negativa: I'intervallo
e quello delimitato dai punti in cui una retta che rappresenta I'energia data di -10 eV
incontra la curva di energia potenziale.

- per poter sfuggire al campo di forze I'energia totale deve essere maggiore di 0 eV

> no, perché non puo possedere energia cinetica negativa

6. esempi:

* Interazione tra cariche
* Interazione gravitazionale



Gruppo 2: problema b

Dancing ball

La funzione f(x) ha grafico formato da tratti rettilinei paralleli
come riportato in figura con

P(5.-205) o 5) en (5225

Si richiede di:

1.

Determinare la forma analitica della funzione f(x).
Tracciare quindi il grafico della funzioneF(x), continua,

passante per il puntd (g, 0) e primitiva di f(x)
nell’insieme(0,5) U (5,15) U (15,22).

Analizzare la derivabilita della funzione F(x) nel suo
intervallo di definizione, determinando in particolare
I'ampiezza dell’angolo formato dalle rette tangenti in
prossimita degli eventuali punti angolosi.

Nel laboratorio di fisica si analizza sperimentalmente il moto di
una pallina da tennis lasciata cadere da un metro di altezza.
La misura della massa della pallina ha riportato il valore (58+1) g.

Con l"ausilio di un sensore di posizione si misura la distanza palla-
sensore e da questa si ricava la distanza h palla-pavimento al
variare del tempo.

La tabella a fianco riporta un set di dati tempo-posizione finché la
pallina tocca terra tre volte.
Si richiede di:

3.

Rappresentare graficamente i dati in tabella e dal grafico
ottenuto discutere le caratteristiche cinematiche del moto.
Spiegare perché il modello matematico studiato al punto 1.
risulta adeguato per descrivere la situazione fisica proposta.
Analizzare il fenomeno dal punto di vista energetico mettendo
in evidenza le trasformazioni dell’energia meccanica che
interessano l'intero processo.

Stimare, inoltre, la percentuale di energia dissipata ad ogni
rimbalzo, assumendo come valori di altezza massima quelli
evinti dalla tabella.

Verificare che le quote della pallina corrispondenti alle
massime altezze raggiunte ad ogni rimbalzo seguono un
andamento del tipo y = Ae™?* effettuando una stima per i
valori delle costanti A e b reali positive corrispondenti al caso
trattato.

=

L 4 >
0 X
l ¢
t[s] h #0,02 [m]
0,00 1,00
0,24 0,78
0,36 0,41
0,48 0,07
0,60 0,45
0,72 0,70
0,88 0,81
1,04 0,67
1,20 0,29
1,28 0,00
1,36 0,25
1,48 0,51
1,64 0,64
1,80 0,52
1,92 0,27
2,00 0,02




Soluzione

1. Il grafico fornito rappresenta una funzione lineare a tratti della forma
( V5
—10x se 0<x< =
V5 V5 +4
fG) =4 —10x+2V5+4 se & <x<—
18V5 V5 +4 135+ 20
k—10x+T+8 se c <XST

dove:

e per il primo tratto, I'equazione e quella della retta passante
perOeP

e per il secondo tratto, I'equazione & quella della retta
passante per Q e parallela alla prima

e per il terzo tratto, I'equazione & quella della retta passante
per R e parallela alle altre

e per la determinazione dell’estremo superiore dell’'insieme di
definizione si e considerata la congruenza dei triangoli
rettangoli evidenziati in figura.

Visto che il grafico della f(x) consiste di tratti di rette parallele, quello della funzione F(x)
consistera’ di archi di una stessa parabola a meno di traslazioni. Inoltre, considerato che
F'(x)=f(x) e F"(x) = f'(x):

e dal segno di f(x) ricaviamo crescenza, decrescenza max e min di F(x)

» dalla crescenza e decrescenza di f(x) ricaviamo concavita e convessita di F (x)

» per il primo tratto F(x) = —5x2 + ¢, e si ricava facilmente ¢; = 1 imponendo il
. 5
passaggio per A(%, O)
e il fatto che la pendenza delle rette tangenti alle parabole nelle intersezioni con

I'asse x vada diminuendo, sta ad indicare che l'ordinata del vertice diminuisce
passando da una parabola alla successiva.

Da quanto detto si ricava il seguente grafico per la funzione F(x):

=V



V4 1345+ 20

[}
-
w5

La funzione F(x) e derivabile negli intervalli (0, ) U (£ \/—H

) U ( ).
| punti A (g, O) eB (@, 0) sono punti angolosi perché esistono finite le derivate destra

\/—+4 13\/—+20

e sinistra, ma i valori non coincidono, come dimostrano i seguenti limiti calcolati utilizzando
i valori noti di F'(x) = f(x):
lim_f(x) = —2v5 e hm )=

x—>— x—>—
5 5

lim _f(x) =—4e lim f(x)——
PN MR
5 5

Le derivate destra e sinistra calcolate nei punti "
considerati forniscono i valori dei coefficienti
angolari delle rette tangenti ai corrispondenti
rami del grafico in prossimita’ dei punti
considerati.

. . 5,
Nel punto A di ascissa x = % I’'angolo formato

dalle due tangenti risulta essere
Y1 =180°—a; + f; =
= 180° — tan~1(4) + tan™*(—2V5) = 26,64°

Analogamente, nel punto B di ascissa x =
Y2 =180°—a, + 5, =

V5+4
.

8V5
= 180° — tan™?! (?> + tan~1(—4) =29,65°



0,00
0,24
0,36
0,48
0,60
0,72
0,88
1,04
1,20
1,28
1,36
1,48
1,64
1,80
1,92
2,00

t(s)

2,50

h(m) 1,20 A
1,00
0,78 1,00 ¢
0,41
0,07 0,80 PS *
0,45 ® <
0,70 E 060 *
0,81 E S PY 3
(]
0,67 = 040 0d
0,29 ~ *
0,00 0,20
0,25 =
0,51 0,00 L L < L > J
0.64 0,po 0,50 1,00 1,50 2,00
0,52 -0,20
027 tempo (s)
0,02

Dal grafico ottenuto osserviamo la fase di prima caduta, della durata di circa mezzo secondo,
in cui la pallina si porta dalla posizione iniziale hy = 1,00 m fino a terra. In questa fase la
velocita (pendenza della curva h(t)) passa da zero a un valore massimo negativo indicando
che si tratta di un moto accelerato nel verso opposto rispetto al riferimento fissato.
Successivamente la pallina rimbalza, raggiunge un’altezza h; = 0,81m e si riporta a terra
presentando un moto simmetrico, prima decelerato verso l'alto, e poi accelerato verso il
basso. Questa seconda fase ha una durata di circa otto decimi di secondo e la simmetria indica
che il moto avviene con accelerazione costante.

La terza fase, di circa sette decimi di secondo, corrisponde al rimbalzo successivo della pallina,
con caratteristiche analoghe alla fase precedente ma con velocita iniziale minore ed altezza
massima raggiunta piu bassa h, = 0,64m.

Il grafico sperimentale mostra, per la legge oraria h = h(t) che descrive il moto della pallina,
lo stesso andamento della y = F(x) considerata al punto 1. pertanto quest’ultima funzione
costituisce il modello matematico che descrive la situazione fisica presentata.

Inoltre, essendo v(t) = h'(t) I'equazione che esprime I'andamento della velocita al passare
del tempo, si deduce che la funzione y = f(x) trattata al punto 1. costituisce il modello
matematico per la velocita della pallina.



4, Dal punto di vista energetico, durante le fasi in

hy @ Vo = 0? aria di discesa e di risalita, si presenta una situazione di
m conservazione dell’energia meccanica (attrito viscoso
hy [ ) V1= 5 trascurabile) con continue trasformazioni di energia
h, L v, = OT potenziale gravitazionale in energia cinetica e viceversa.
S Nell'impatto col suolo avviene invece una dissipazione

di energia cinetica in calore poiché la pallina tocca terra
con una velocita v, maggiore rispetto a quella v, con
cui rimbalza.

Per la conservazione dell’energia, nella prima discesa:

1
L Eroro = Erortn = mghg = > MV
Durante la prima risalita:
1
Eror¢1r = Eror1 = SMVy = mghy
Per la percentuale di energia dissipata nel primo urto col suolo si ottiene:
AE E —E ' mgh, —mgh hy —h
AE1%=—1-100= TOT t1 ToTtY 450 = gho g 1.100 = 20 1
E; Eror 1 mghy ho
Dai valori della tabella si puo stimare: hy = 1,00m, h; =081m e h, =0,64m
Utilizzando tali valori si trova:

=100

B9 =10 M g - 20O 0BIm o 1996
1 Ry 1,00m
Analogamente, per il secondo impatto:
AE, 0 = M2 qq 2 OBIM Z064m o 210t
21 hy 0,81m

5. Per verificare che le quote della pallina corrispondenti alle massime altezze hy;4x raggiunte
ad ogni rimbalzo seguono un andamento del tipo y = Ae™?*, mostriamo che i punti
(to, hy), (t1, hy) € (t,, hy), con i corrispondenti valori numerici ricavati dalla tabella, sono in
accordo con una legge del tipo:

h(t) = Ae™Pt
Per il primo punto:
hy=Ae P =  1,00m=A4e?% = A=1,00m
Per il terzo punto:
In 0,64m
1,00m

h, = Ae7Ptz = 0,64m = 1,00m - e 2164 — p=_—
2 e m m-e 164s

=0,27s71

Proviamo ora se il secondo punto verifica I'equazione:
h(t) = 1,00m - e~02757 "
h(t,) = 1,00m - e~0275 "tz
h(0,88m) = 1,00m - e~027570885 — 0 79
[l valore sperimentale di h, = 0,81m risulta vicino al valore calcolato per h(t,) = 0,79m,
0,81m = 0,79m
cioe i due valori si possono ritenere compatibili entro gli errori di misura



Problema Gruppo 2c
Chiudi e apri

Considera un circuito induttivo in corrente continua con resistenza R, induttanza L e f.e.m. € =
12 V. ll circuito, inizialmente aperto, viene chiuso al tempo t =0s.

t(s)  |I(A)
0,000 |0,00
W0 0,001 |0,27
1,20 PR + 0,002 |0,47
1,00 * 0,003 |0,63
0,80 =Y 0,004 |0,76
1(A) & 0,005 |0,82
0,60

. 0,006 |0,83
e 0,007 |0,92
020 1— 0,008 |0,98
0,00 . . . . . : 0,009 |1,00
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 0,010 |1,05
t*107s) 0,011 |1,13
0,012 |1,15
0,013 |1,19
1. Alla chiusura del circuito sono registrati i valori di intensita di |0,014 |1,20
corrente in funzione del tempo riportati in tabella e nel grafico |0,015 |[1,20
associato. Utilizzando le tue conoscenze teoriche, giustifica il |0,016 |1,20
comportamento della corrente in funzione del tempo. Una volta |0,017 |1,20
raggiunto il regime stazionario, quale andamento della corrente ti |0,018 |1,20
aspetti al momento in cui il circuito verra aperto? 0,028 |1,20

2. Individua quale tra le seguenti funzioni € quella che meglio descrive I'andamento

sperimentale dell’intensita di corrente per t > 0, fornendo una motivazione della scelta
fi(t) = Ae~Pt; f(t) = A(1 — e™P%); f3(t) = Aln(1 + bt) con A, b>0

Detta f(t) la funzione scelta tra le tre precedenti, determina il valore numerico di A.
Determina poi il valore di b per il quale la funzione corrisponde ai precedenti valori del
grafico3. Determina infine il valore della resistenza R e dell’induttanza L in corrispondenza ai
valori trovatidiAeb.?

Rappresenta graficamente e/o descrivi come si possa ottenere il grafico della funzione f(t),”
a partire da una opportuna funzione elementare, utilizzando trasformazioni geometriche,
quali riflessioni, traslazioni e dilatazioni.



5. Utilizzando l'espressione analitica di f(t), determina il valor medio della intensita di
corrente nell’intervallo 0 s <t < 0,01 s, successivamente calcola I'’equazione della retta
tangente nel punto di ascissa 0.

6. Calcola I’area S della regione di piano compresa tra I'asse y, I'asintoto orizzontale e il grafico
di f(t). In che modo questa area ¢ legata all’energia immagazzinata nel sistema?

Soluzione

1. Un circuito Induttivo puo essere considerato “inerziale rispetto alla corrente"”, ovvero tende
a opporsi alla variazione della corrente. Quando il circuito viene chiuso, c'€ una variazione di
corrente, di conseguenza variano il campo magnetico B e il flusso di B. Nel circuito si genera una
forza elettromotrice indotta, Fem,; ,che tende ad annullare la variazione di flusso di B attraverso il
circuito, secondo la legge di Faradav- Neumann Lenz :

d®(B) _dd(B)di(t)  dI(t)
at  dI(t) dt = dt

|Fem;| =

Quindi la Fem,; indotta dipende linearmente dalla variazione della corrente nel tempo. Dai dati
deduciamo che il fenomeno transitorio ha una durata di circa 0.014 secondi. Dopo tale intervallo di
tempo la corrente si stabilizza al suo valore di regime 1.

All'apertura del circuito avviene lo stesso fenomeno con la differenza che la diminuzione di corrente
provoca una corrente Indotta che circola nello stesso verso di quella che si aveva a regime.

2.

f1(t) = Ae™Pt; () = A(1 — e~ PY); f3(t) = Aln(1 + bt) con A,b >0

. f1 non passa per l'origine, f;(0) = A; inoltre f; ha come asintoto orizzontale la retta y = 0.
La funzione, di fatto, caratterizza I’apertura del circuito RL.

. f3 passa per I'origine ma non ha il giusto andamento per t — oo; infatti non ha asintoto
orizzontale.

. f> hail giusto andamento pert = 0 e t = oo, & crescente e non ha flessi.

3.

tlimf(t) =A=>A=1.2
- . 1 Ji03 . L
con semplici passaggi si trova che: b = zln 1-— ) Usando, ad esempio, la seconda coppia di

dati, si ottiene
b=25-10%



A regime, in un circuito a corrente continua, I'induttanza L del circuito non influisce sul valore della
corrente e il circuito diventa puramente resistivo. Quindi I = %, con € valore della f.e.m. data e R
da determinare. Risulta: R = 10 ().

In un circuito RL, la costante di tempo del circuito, T = %ed essendo b = L siha:L =4.0-107%H

T

4. Prendiamo come funzione di riferimento y = e, ad essa si applica una riflessione rispetto all’asse
verticale; una dilatazione orizzontale del rapporto(1/b); successivamente una riflessione rispetto
all’ asse t; una traslazione di vettore (0,1); e, infine, una dilatazione verticale di rapporto A.

5. Per determinare il valore medio della corrente & sufficiente applicare il teorema della media
nell’intervallo indicato alla funzione f(t) e si ottiene:

0.01

A
[Ax +—e‘bx] ~0.76 A
b 0

Iy = — Aft[(l b)) 4 = —
m=0.01" ), ¢ ¥ =001

L'equazione della retta tangenteint = 0 &: y = Abt = 300t

6. L’area richiesta si calcola mediante un integrale improprio:
t A LA
b b

S = tlim [A— (A — Ae P¥)dx] = tlim [——e‘bx] =—=48-1073
—00 0 —00 0

L'integrale della funzione intensita di corrente I(t) in un intervallo di tempo At rappresenta la carica
che attraversa il circuito in quell’intervallo di tempo. In un circuito ideale, puramente Ohmico, il
valore della corrente andrebbe immediatamente a regime sul valore di [, = 1.2 A. Sempre in
guesto caso, il valore della carica che attraversa il circuito nell’intervallo At € I'area del rettangolo
[,At e I'energia che serve per trasportarla e E = €l At.

Nel caso di un circuito RL, I'energia fornita dal generatore che viene immagazzinata nell’induttanza,

E;, € proporzionale all’area calcolata:
+ oo
E, =€ES = Sf [A— (A — Ae P)dx] = 4.8-1073-12V =~ 5.8-1072V
0
Questa energia verra restituita al momento dell’apertura del circuito (extracorrente di apertura).



PROBLEMA Gruppo 3°

Moto di un elettrone in un campo magnetico

1. Osservando i due grafici, individua tra le seguenti opzioni tre opzioni, la coppia di funzioni
corrispondente. Motiva opportunamente la tua scelta.

e

vl

x(t) = 5cos(10t — 2m)
{y(t) = 5sen(10t — 2m)

x(t) = 5cos (£ - gn)

> y(t) = 5sen (E — —n)
. x(t) = 5cos (é gn)
y(t) = 5sen (é gn)

La coppia individuata (x(t),y(t)) rappresenta la posizione di un punto nel piano al tempo t, dove
lo spazio viene misurato in cm e il tempo in ns. Verifica che la curva descritta dal punto € una
circonferenza I'di raggio 5,00 cm e centro nell’origine O di un sistema di riferimento xOy.

2. Determina le componenti della velocita e dell’accelerazione con le unita di misura del S.1., tenendo

conto che il tempo & espresso in ns. Dimostra che velocita e accelerazione sono tra loro
perpendicolari e giustifica che si tratta di un moto circolare uniforme.

Il moto descritto nei punti precedenti & quello di un elettrone immerso in un campo magnetico B.
Determina direzione e verso di tale campo e calcolane il modulo.

Esempio di apparato sperimentale utilizzato per studiare il moto di un elettrone in un campo
magnetico



4. Esprimi il raggio della traiettoria in funzione della quantita di moto dell’elettrone nel sistema di
riferimento solidale al laboratorio.
A partire da questa espressione, esprimi il raggio di curvatura in termini relativistici, sostituendo
alla quantita di moto classica la corrispondente espressione relativistica. Studia in tale caso
I'andamento del raggio in funzione del modulo della velocita dell’elettrone e tracciane il grafico.
Interpreta fisicamente il significato dell’asintoto verticale.

5. Un’astronave si muove parallelamente all’asse x con velocita v = 0, 8c.Ricava e rappresenta la

traiettoria I'descritta dall’elettrone vista dall’astronauta, discutendo il fenomeno fisico preso in
esame.

NOTE: e = 1,60-1071°C; m, = 9,11 - 1073 kg.



SOLUZIONI DEL PROBLEMA

1. La coppia corretta € la b. Lo studente deve saper calcolare il periodo della funzione (T = 107) e
saper valutare il verso della traslazione lungo I'asse x.

x(t) = 5cos (é — én)

y(t) = 5sen (é - én)

K0 = —sen (5= i) [x"(© = —eos (3= i)
y'@© =cos(5=2n) |y = ~Lsen(t )

v-da=x'(0) x"(O+y' () y"() =
—sen (% - én) . (—%cos (é - én)) + cos (% - én) : (—%sen (% - én)) =0

1
9| =1-10"m/s; |d| = 5 1016m/s?

3. Il campo magnetico B deve essere uniforme, perpendicolare e uscente dal piano che contiene la

. = m-v
circonferenza. |B| = prsy = 1,14mT
4 R(U) _ mw _ 5107% -
' q'B\J1-v%/c2  J1-v2/c2 A @

Quando la velocita tende a ¢, il raggio tende all’infinito e
quindi la carica non pu0 rimanere confinata in una

circonferenza e la traiettoria diventa una circonferenza /
degenere, ovvero una retta. /

x(®) = 5cos (¢ — 2 )y 1= (0B /

y(t) = 5sen (é - én)

5

y(t) = 5sen (g — %ﬂ)

x(t) = 3cos (g — Zn) R
; equazione dell’ellisse: 5 + = 1

La circonferenza diventa un’ellisse a causa della contrazione del raggio lungo I'asse x.



Problema Gruppo 3b

Sfera cava elettrizzata

Nel laboratorio di fisica una sfera metallica cava di diametro 30 cm, posta su un sostegno isolante, &
stata caricata positivamente con una carica 0=3.0u C.

Sappiamo che il potenziale da essa generato e descritto da una funzione del tipo

kOQ
T 0<r<R 2
V(r)= dove kO =9. 109 N-m , R &il raggio della sfera e r e la distanza dal
kOQ
r>R
p

centro.

1) Rappresenta la funzione V(r) sul piano cartesiano, discuti la natura matematica del punto di
ascissa R e giustifica I'andamento della funzione V() dal punto di vista fisico.

2) A partire dalla funzione assegnata ricava la funzione campo elettrico, giustifica il procedimento
utilizzato e rappresentala nel piano cartesiano

La sfera ha due fori diametralmente opposti di diametro 1 mm come nella sezione rappresentata in
figura.



Ad un certo istante to una particella di carica g =-2.0nC e massam=0.60g € ferma nelle vicinanze
della sfera ad una distanza d =45 ¢m dalla sua superfice.

3) Dopo aver descritto il moto della particella sotto la sola azione del campo elettrico, determina, nel
caso in cui essa penetri nella sfera attraverso il foro A, modulo, direzione e verso dell'accelerazione
nell'istante to e nell'istante in cui essa esce dal secondo foro B.

4) Ricordando il principio di conservazione dell'energia meccanica totale, si esprima il modulo della
velocita della particella, v, in funzione della distanza r dal centro della sfera, e si rappresenti il grafico
di v(r) nell'intervallo compreso tra 0 e la distanza dal centro della posizione iniziale della particella.

5) Alla luce di quanto gia analizzato relativamente al moto della particella estendi la rappresentazione
grafica e/o la formulazione analitica di v(r) all'intero moto della particella.



Risoluzione

5 3
PUNTO 1 1.8-10 OSI’SE
La funzione proposta é data dalla legge Vr)= 4
2.7-10 3
> [E—
r 20
ed é formata da una funzione costante per 0 <r < 23—0 e da un ramo di iperbole per > 23—0
4
. 2.7-10 . 5 5
Per R= 23—0 la funzione & continua in quanto, 111311 v 5 11n31 _18-107=1.8-10
3 () ()
0 0<r<—
20
Inoltre .
V'(r)= 4
2.7-10 3
T2 7oy
v
. 27100 ; lim 0=0
poiché 11r3n LT 2 =-1.2-10 e r_)(i)‘
(3 r
- ( =~ ) 20

Il grafico quindi & dato da:
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Il potenziale & costante sulla superficie e all’interno di un conduttore carico, mentre all’esterno si
comporta come quello del campo generato da una carica puntiforme collocata nel centro della sfera e
di valore uguale a quello della carica sulla sfera.

punto 2
La funzione richiesta e

0
E(r)=
71 57100
2
r
sappiamo infatti che E(r) =- dl;ﬂ con E all’'esterno della sfera diretto radialmente con verso
r

centrifugo perché la sfera e carica positivamente.

La funzione E(r) e definita per r>0, & sempre positiva ed & discontinua nel punto di ascissa 7= 0



3
0 0<r<-—>
sr 20
E'(r) =
7 s410° o3
3 20

la derivata € negativa per > —— quindi in tale insieme la funzione & decrescente mentre la

derivata seconda 20
3
0 0<r<—
<r 20
E" —
D= 162:10° 3
r> —
},4 20

€ positiva per r > 23—0 e il grafico & dato da

12=10%
1.=108
2.x10%
6.x 10°
4% 10%

2. 10

] 0z 04 0é 0z 1

Infatti il campo elettrico & nullo all'interno di un conduttore carico, mentre all’esterno e radiale con
verso centrifugo perché la sfera e carica positivamente. L'intensita & equivalente a quella di un campo
generato da una carica puntiforme collocata nel centro della sfera e di valore uguale a quello della
carica sulla sfera.

punto 3

La particella & accelerata dalla forza del campo elettrico in direzione radiale lungo la congiungente dei
due fori e con modulo crescente man mano che si avvicina alla sfera; all’interno di essa, dove il campo
e la forza elettrica sono nulli, la particella si muove con velocita costante in modulo e direzione,



pertanto uscira dal foro diametralmente opposto a quello da cui & entrata; infine, all’esterno della
sfera, essa sara decelerata dalla forza del campo, con modulo decrescente man mano che si allontana
dalla sfera, fino a fermarsi e a invertire il moto che, in assenza di attrito, vista la simmetria del
sistema é periodico.

.._F_kqu. , :
| valori richiesti sono dati da: ¢=—=—- =% in quanto sappiamo dalla seconda legge di
m m 2
Newton che F=ma e chelaforza elettrostatica agente e data da F=k0' %1
r
2
9'109N_m Py Y
L < 310°%c2100Cc_1m
1 -4 2 2
610" ke (60-102) w1
2
9‘109.N_m Py "
L C 310°¢210°C _4am
2 -4 2 2
6-10 kg (15.10—2) _mz s
punto 4

L’energia totale durante il moto della particella si conserva perché il campo elettrico € conservativo.
Mentre la particella si avvicina alla sfera, I'energia cinetica aumenta a spese dell’energia potenziale;
all'interno della sfera sia I'energia cinetica che I'energia potenziale restano invariate perché, come
spiegato precedentemente, nessuna forza agisce sulla particella; infine quando la particella esce dalla
sfera, durante il moto I'energia cinetica si riduce e aumenta I'energia potenziale, fino a assumere,
qguest’ultima, il valore iniziale in una posizione che sara simmetrica di quella iniziale rispetto al centro
della sfera.

Sappiamo che I'equazione che esprime la conservazione dell’energia meccanica é data da:

1 k,Q . . . s . . .
E :Emvz +0_E] ; da essa ricavo I'equazione che esprime la velocita della particella in funzione

tot

r
della posizione. Tenendo conto dei dati sapendo che nell'istante iniziale in cui la particella € ferma
2
900’ N 3ro<cno ©
I'energia & solo potenziale e quindi E,, =E, =— 4 > =-9007° 0
7 6010"m
1 9110’ 300° 2007
In  tutti gli altri punti E,, =3ED0‘4 W’ - 0 0 0 . Uguagliando si ha:
r

9 et 9107310720107
100000 2 »




2 18:1073-10°2-107 8 _ 9 3

-4 -4 B -
r6-10 6-10 *-100000 07 10
9 3 1 |18 1
v= f———. Inr=3/20siha: v=—,/[—-30 =—~/90
50r 10 0\ r 10
1 18 3 3
- - - < =
0y 730 50 <=
v(r) 3 5
o V10 0=sr=5;
La funzione esiste 0<r< % per in tale insieme & sempre positiva e continua in quanto,
- L[ 50 s lim o=l
11r3n + 710 . 30 = 11n31 T 10 10 V10
r—=| = r—| =
( 20 ] ( 20)
B} 9 3 .3
18 , 20 5
La derivata prima ha I'espressione: V(r) = 10 j = =30r
3
<r<-—
0 0<r< 20

3 3
La derivata prima & negativa a per ogni 20 <r< 5 e quindi la velocita & una funzione sempre

decrescente in tale intervallo mentre € costante per (0 <r< 23—0

3
Nel punto di ascissa *= 5 la derivata prima della funzione non esiste in quanto

e quindi la funzione in tale punto ha un tangente verticale .

9-(9—20r) i<r<i
3 18 4 20 5
" | 20— =5 — =30 r
v'(r) = r r
3
0 0<r<—

20



Tale derivata risulta positiva per % <r< %

3 <r< iO (concavita verso il basso) e nulla per r= % dove é presente un punto di flesso

20

(concavita verso l'alto), negativa per

. . 9 1
di coordinate (20 ° 70 N, 10)

Il suo grafico & dato da:

ne
0.z
0.7
06
0.z
0.4
0.3
0.z

0.1

punto 5
Facendo riferimento all'analisi del moto discussa al punto 3 e 4 e in particolare all'informazione che il
moto & simmetrico rispetto al centro della sfera la legge che esprime il modulo della velocita e data :

1 [18 3 3
[ - _ __< i,
0y 0 s Ersyg

3 3 3
- __< <_

W(r) = TR 20 =7 20
1 [18 3 3
[ - _ _< =
0 0 205775

e il grafico & dato da :
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Gruppo 3 Problema 3c

Un moto asintotico

E’ dato il grafico I della funzione f(x)

o/ <

1. Lo siassoci alla corretta espressione analitica, scegliendo tra le opzioni proposte: h e k sono
parametri reali e positivi. Si motivi adeguatamente la scelta.

a. y=hx3 -kx
hx

y=—2
J 1+

C.

2
b. y=harctg(x—2]
k

d y=h-e**

2. Detta y = F(x) una delle primitive di f(x), si tracci il suo grafico a partire da I"argomentando
il procedimento seguito.

Sipongaorah=7ek=5.

3. Si verifichi che I'origine &€ un punto di flesso per " e che la tangente al grafico in quel punto
ha equazione y = hx

4. Si determini mediante procedimento analitico I'espressione della primitiva g(x) tale che
g(0) = 7/25. Si verifichi che I'espressione trovata & coerente con il grafico di F(x) e che
I’equazione dei suoi asintoti obliqui & del tipo:

N

Si provi infine che g(x) e riconducibile ad una conica di cui si chiede la forma canonica.

5. Siconsideri ora il grafico I per x > 0.
Esso rappresenta 'andamento della velocita v di un punto materiale in funzione del tempo

v(t) = —2!

Si indichi quale grandezza fisica e espressa dalla primitiva di v(t).



Si consideriorah=20m/s? ek = %-10_7{1

a. Si esamini il moto per tempi piccoli, attraverso lo studio della retta tangente a
v(t) nell’origine;

b. si esamini il moto per tempi grandi, attraverso lo studio dell’asintoto orizzontale
di v(t) e di quello obliquo della sua primitiva.

Dalle considerazioni dei punti a e b si individui, motivando la scelta, qual & il fenomeno
associato al modello proposto:

a. Moto viscoso smorzato

b. Moto uniformemente accelerato

c. Moto armonico

d. Moto relativistico accelerato.



Soluzioni proposte del problema: Un moto asintotico
1. Ragionando per esclusione:
a non ha asintoti orizzontali; b e d non sono funzioni dispari

2. Laf(x) ha una intersezione in O(0;0) e passa da valori negativi a valori positivi, quindi la g(x)
ha un minimo sull’asse y;
la f(x) & crescente, quindi g(x) & concava verso I'alto;
la f(x) ha asintoti orizzontali, quindi la g(x) ha asintoti obliqui.
hiE x

1 h . " —
3. Dal calcolo esplicito /'(¥) =———== risulta /"(¥) = ———=

1+ Kx (14+6%)
Ne segue f“(0) =0, f’(x) >0 perx<0ef’(x) <0 per x>0, f(0) =h; pertanto I'origine € un flesso e
la tangente inflessionale ha equazione generica y = h x

4. Eseguendo il calcolo integrale la primitiva particolare cercata &€ g(x) ~ T 140258
. - _ 625 o ) 25
riconducibile alla iperbole  —57" —25x" =1

Gli asintoti obliqui hanno equazioniy = 7 x/5 e y = - 7x/5 in accordo con la generale espressione
letterale proposta.

5. La primitiva della velocita rappresenta I'equazione oraria del punto materiale.
Con i valori forniti si nota che per tempi piccoli si ha un moto uniformemente accelerato e per
tempi grandi il moto tende ad essere uniforme con velocita limite c.
Da tutto cio si evince che il moto & accelerato relativistico.



Problema Gruppo 4A
L’esperimento di Thomson

Punto 1

Data una semicirconferenza di diametro DA siano E e C, rispettivamente, un punto sulla
semicirconferenza e la sua proiezione sul diametro.

Posto CE = h e CA = k, determinare il raggio della semicirconferenza in funzione di h e k.

Ds

Punto 2
Nel 1897 J.J. Thomson ha effettuato, utilizzando un particolare tubo a vuoto (tubo di Crooks), un

. . . . . . , e
esperimento che ha consentito di determinare il rapporto tra carica e massa dell’elettrone (;)
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XL. Cathode Rays. DBy J. J. Tromson, M. 4., P.R.S.,
Cavendish Professor of Eaperimental Physics, Cambridge*.

Nell’esperimento, gli elettroni, preventivamente accelerati da un’opportuna differenza di
potenziale, vengono fatti entrare (con velocita v) in una zona ove & presente un campo magnetico
uniforme. In questa zona, essi vengono deviati cosi da descrivere I'arco di circonferenza AE (si veda
la figura sottostante).



Fonte:
© Andrew Lambert
Photography/SPL

Misurando le distanze CA e CE Thomson ha ricavato il raggio dell’orbita:
h?  k == =
r=—+t- (oveh =CEe k=CA)
Determinare quale direzione deve avere il campo magnetico affinché la traiettoria sia circolare,

spiegando perché tale traiettoria risulta circolare e quale verso deve avere il campo magnetico
affinché la deviazione sia quella indicata in figura. Si trascuri I'effetto della gravitazione.

.o . e v . . . .

Verificare successivamente che —=, indicando con B il modulo del vettore campo magnetico.

. m . . . e
In particolare,sev = 3,7 - 107;, B=26mT, h=67cm e k = 3,5cm, ricavare il valore di -
con le corrette unita di misura e cifre significative.
In una prima fase I'elettrone viene accelerato da una differenza di potenziale AV, entrando cosi con
velocita v nella zona ove presente il campo magnetico: ricavare la velocita in funzione di AV e del

e

r rto—.
apporto —

Si discuta, inoltre, come varierebbe la traiettoria al variare della direzione del campo magnetico.

Punto 3
ope . e v . . .
Avendo stabilito nella relazione Pl che r e B sono inversamente proporzionali, ovvero che

R . h?  k . .
Br = a, dove a € una costante, e ricordando che r = oy + > verificare che I'andamento di h al

. NN . / k—Bk?
variare di B e del tipo h = %.

Punto 4

. . 4-4 . . . . . L
Posto @ = 1 e k =2 studiare la funzioney = |Tx| evidenziando in particolare le discontinuita, i

punti di non derivabilita, ed eventuali massimi, minimi e flessi.

Nota: @« = 1 non & compatibile con il rapporto e/m dell’elettrone ma si riferisce a particella piu
pesante, quale ad esempio uno ione di monossido di carbonio (J. J. Thomson, Phil. Mag. Series 6,
1912, 24, 209).



Soluzione Problema Gruppo 4A
Punto 1
Applicando il secondo teorema di Euclide al triangolo AED, rettangolo in E,

si ottiene la proporzione

DC:EC = EC:CA
Sostituendo i simboli si ha:

2r—k):h=h:k

h2

2 —k = —
r k
_h? k

"Tok T2

Punto 2
Il campo B deve essere uscente dal foglio e perpendicolare al foglio stesso. In tal modo la forza di

N
Lorentz, che il campo B produce sulla carica negativa dell’elettrone in moto, essendo
perpendicolare sia al vettore velocita che al vettore campo magnetico, € un vettore che giace sul
piano del foglio e diretta come in figura

F
e B Lo
OLO ©
@e® © O

@ © O @ @

La forza di Lorentz, essendo sempre perpendicolare alla velocita, produce su di essa solo
accelerazione centripeta. Ne segue che il moto dell’elettrone & circolare uniforme e devia come
mostrato in figura.

Poiché la forza di Lorentz agisce come una forza centripeta, si puo scrivere:

mv? e v
evB = & —=—
r m Br
Conivalori di v, B, h e k forniti dalla traccia si ha:
h? k 5
r=—+-=81-10""m

T2k 2



e 3,7 -10'm/s 1810 C/k
m_26-10°T-81-102m " /ke
Nella fase in cui I’elettrone accelera sotto I'effetto della differenza di potenziale AV, si puo applicare

il principio di conservazione dell’energia. Ne segue che:

1 2eAV e
—mv? = eAV = v= = 2(_

. — )AV

m
Variando la direzione del campo magnetico possono verificarsi le seguenti situazioni:

a) Se B é entrante nel foglio e perpendicolare al foglio stesso, il vettore forza di Lorentz
continua giacere sul piano del foglio e ad imprimere all’elettrone un moto circolare uniforme
che pero si sviluppa in verso orario.

X X X X X
e X X X X

F

b) Se Be obliquo rispetto al foglio, il vettore velocita ha una componente vL perpendicolare al
campo ed una componente vy parallela al campo.
In questa situazione la forza di Lorentz & perpendicolare a v ed imprime un moto circolare
uniforme che si sviluppa su un piano obliquo rispetto al foglio. Questo moto circolare si
compone con un moto rettilineo uniforme con velocita v/ nella direzione del campo.
Tale composizione di moti produce un moto elicoidale che si sviluppa in un verso o nel verso
opposto a secondo del verso del campo magnetico.

direzione e verso

del campo B
(campo induzione magnetica)
/"
Elettrone
Punto 3
. h?  k . a , . e Voo
Sostituendo r = — 4 = e successivamente r = — nell’espressione — = — si ottiene:
2k 2 B m B
a h® k
B 2k 2
Da cui si ricava
h? a k
2k B 2
2ka 2ka — k?B
h? =———k?=——7—



2ka-k?B

Per estrarre la radice quadrata occorre verificare la positivita di

{Zka —k*B>0 - {k(Za —kB)>0
B>0 B>0 L
Risulta B > 0 perché modulo del campo magnetico e k > 0 in quanto misura del segmento CA . La

prima disequazione si ricuce a:

20 —kB =0
2rB—kB =0
B(2r—k) =0

2r—-k)=0 < 2r=k
Questa disuguaglianza € positiva se 2r & l'ipotenusa e k il cateto dello stesso triangolo. Questa
affermazione coincide, con la situazione sperimentale, che la traiettoria degli elettroni intercetta la
parete del tubo a vuoto (esistenza del punto E = esistenza del triangolo con vertici AED).
Sotto queste condizioni, possiamo porre:

2ka — k%B
B

Punto 4
Studiamo la seguente funzione:

Dominio:
D =R - {0}
Positivita:
f(x)=0 vxeD

Per x = 0 la funzione presenta una discontinuita di Il specie.
Lo studio della derivata prima si pu® eseguire distinguendo i casi di positivita del termine in valore
assoluto.

fQx) =1




Il dominio della derivata prima non comprende il punto x = 1 in quanto esso annulla il
denominatore, pertanto occorre calcolare i limiti destro e sinistro di f’(x) perx — 1.

1 X

im — = 400
x-1tx2\x —1

1 X

lim — = —00

x-1-x2\Nx — 1
[l valore della funzioneinx = 1ef(1)=0.
quindi il punto C(1,0) e un punto di non derivabilita e in particolare una cuspide.
Il segno della derivata prima &
f/(x) > 0perx < Ovx >1
f/(x) < Oper0 <x <1
Il punto C e anche un punto di minimo assoluto essendo la funzione sempre positiva o nulla.

[ _4x+3 [x—1
21— x)? . x<0Vx>1
f'(x) =4
4 — 3x
L 2x2(1 —x)?

3
f"® >0 perx <0 VO<x<Z

3
'@ >0 perZ<x< 1vx>1
f”(x) siannulla e cambia segno in x = Z,

f@) ~Z\V3=115

4 3
Pertanto, f(x) presenta un punto di flesso in F G,zg—ﬁ)
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4
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Problema Gruppo 4B

La caduta di un grave

Se un corpo leggero viene lasciato cadere, la forza di attrito prodotta su di esso dall’aria fa si che la
sua velocita aumenti tendendo asintoticamente ad un valore limite v, .

Utilizzando un modello matematico secondo il quale la forza di attrito prodotta dall’aria aumenta
all’aumentare della velocita del corpo, e stato prodotto il grafico seguente.

Esso rappresenta l'andamento della velocita in funzione del tempo, prevista dal modello
matematico, nel caso in cui il corpo in caduta sia un pirottino da pasticceria di massa 0,7 g e diametro
10 cm.

Osservando il grafico si nota che la velocita del pirottino, inizialmente nulla, aumenta tendendo
asintoticamente al valore limite v; = 1,4 m/s.

16
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La figura precedente ¢ il grafico di una funzione della forma

eft —1

eft +1

con « e § opportuni valori reali positivi; t esprime il tempo in secondi e v la velocita in metri al
secondo.

v(t) =a-

Puntol
Descrivi 'andamento delle forze agenti sul pirottino durante la caduta e giustifica perché la funzione
v(t) deve soddisfare le seguenti condizioni:
1. il valore della funzione v(t) deve tendere, asintoticamente, a quello della velocita limite
v, = 1,4m/s;
2. l'accelerazione a = %del pirottino all’istante iniziale t = 0 coincide con I'accelerazione di
gravita g = 9,8 m/s?.
Determina il valore dei parametri a e [ con le rispettive unita di misura, in modo che la
funzione v(t) soddisfi le precedenti condizioni.



Calcola alcuni punti della funzione v(t) pert = 0 e verifica se essi coincidono con quelli della
funzione disegnata nella figura precedente. In particolare, effettua il confrontopert=0,1s; t=0,2
s;t=0,3s;t=0,45s.

Punto 2

Il modello matematico utilizzato si basa sull’ipotesi che I'intensita della forza di attrito agente sul
pirottino in caduta cresca con la velocita v secondo la relazione F;; = kw2, dove k &l coefficiente
di attrito.

Dal grafico di v(t) si deduce che per t > 0,5 s la velocita del pirottino pud essere considerata
costante.

Applicando il principio di inerzia a questa fase della caduta e utilizzando nuovamente la condizione
che I'accelerazione alla partenza (t = 0) deve essere paria g, esprimi a e 3 in funzione della massa
m del pirottino, del coefficiente di attrito k e dell’accelerazione di gravita g.

Punto 3
Dal punto precedente si deduce che la velocita dipende sia dal tempo t che dal coefficiente di attrito

k. Precisamente, posto:
z=vk e b=2t /i
m

la funzione velocita di caduta puo essere scritta nella forma:
\/m_g ebZ -1
Ve ety
Determina come si modifica la funzione v se il parametro k (e conseguentemente z) diminuisce
sempre pil tendendo ad annullarsi. Interpreta il significato fisico del risultato ottenuto.

Punto 4
Data la seguente funzione

e +1
F(t) =Aln (T) + Bt

con A e B numeri reali, verifica se essa puo essere una primitiva della funzione

eft —1

Pl

Determina le unita di misura del fattore 1,4 presente nella espressione di v(t) e il valore dei
coefficienti 4, B e 5.

Calcola la media integrale della funzione v(t) nell’intervallo temporale (espresso in secondi) [0, 1].
Attribuisci un significato fisico al valore ottenuto.

v(t) =1,4-

Punto 5

La velocita media del pirottino durante I'intervallo di caduta rappresenta un valore che approssima
per difetto la velocita limite v; . Questa approssimazione migliora all’laumentare del tempo di
caduta.

Determina I'espressione della velocita media v,, () in funzione del tempo di caduta 2.

Si vuole calcolare il tempo di caduta per il quale la differenza percentuale tra la velocita limite v; e
la velocita media v,,, & del 5%, ovvero:



Uy — Unm
——=0,05
vy,
Verifica che questa equazione ammette una soluzione nell’intervallo temporale (espresso in
secondi) [1,90, 2,00] e calcolane il valore approssimato alla seconda cifra decimale, descrivendo

la procedura utilizzata.



Soluzione

Puntol

La forza totale agente sul pirottino durante la caduta ha modulo F = P — F,;; . Se, come ipotizzato
nel modello matematico, la forza di attrito dell’aria aumenta con la velocita, durante la caduta il
modulo della forza totale andra diminuendo fino a diventare trascurabile in modo da poter
assumere F,;; = P. In tale situazione il moto si puo considerare rettilineo uniforme con velocita
v, che, per il nostro pirottino, vale 1,4 m/s.

Negli istanti iniziali della caduta, la forza di attrito e trascurabile e il moto avviene per effetto della
sola forza peso che produce una accelerazione paria g.

16
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Applichiamo ora alla funzione v(t) le due condizioni stabilite dal testo.
1. il valore della funzione v(t) deve tendere, asintoticamente, a quello della velocita limite
v, = 1,4m/s;
2. l'accelerazione a = % del pirottino all’istante iniziale t = 0 coincide con I'accelerazione di
gravita g = 9,8 m/s2.
La prima delle due condizioni & soddisfatta se
_ eft —1
t1—1>r+noo CePt 1
Il limite a primo membro si presenta nella forma indeterminata g e puo essere calcolato utilizzando

%7

il teorema di De I'Hospital:

i eft —1 " pebt
Jim @ g = Jim e =

da cui
a=v,=14m/s

Se v(t) descrive la velocita del pirottino, la sua accelerazione & descritta dalla funzione
dv(t) LePt(eft + 1) — peft(eft — 1) eft
at) ===« Pt 1 1)? = 208 pr 1y
Affinché I'accelerazione del pirottino alla partenza sia uguale a quella di gravita g, deve essere




2a
a(t=0)=——=g

da cui
29 2g 2-98m/s?

=29 = F 1,4 m/s

a v,
La funzione v(t) che soddisfa le condizioni enunciate nel quesito é:

14t

v(t) = 1,4 v

Osserviamo che il grafico di questa funzione,

=14 51

= passa per 'origine degli assi;

= ¢ sempre crescente essendo la sua deriva v'(t) sempre positiva;
* hacome asintoto orizzontalev = v; = 1,4m/s;

Calcoliamo le coordinate della funzione v(t) negli istanti di tempo richiesti.

t

v(t)

0,1s

0,845 m/s

0,2s

1,239 m/s

0,3s

1,359 m/s

0,4s

1,390 m/s

Riportiamo questi punti sul piano cartesiano dove & disegnata la funzione v(t) fornito dal modello

matematico.
s Si nota che i punti coincidono con quelli del
modello matematico. Pertanto si deduce che la
funzione che descrive I'andamento della velocita
e:
14t
et —1
v(t) =14 —————
T oeldt 41
. t(s)
Punto 2
Durante la fase in cui la caduta del pirottino avviene a velocita costante A
v, , per il principio di inerzia, la risultante delle forze applicate al
. . . = 2
pirottino deve essere nulla. In questa fase deve risultare Fo= kv
) mg
Fyue=P = kvi=mg = v, = T
da cui Ry
mg -
a=v, = T P— mg




Dalla condizione che 'accelerazione alla partenza deve essere pari a g si ha:

Pertanto, I'equazione di v(t) puo essere scritta come:

0= [T LT
v(t) = |—
k e2Vkg/m -t 4 1

Punto 3
Ricordando che abbiamo posto

z=k e szt\/z
m

Calcoliamo il limite per z tendente a zero della funzione data:

i Jmg e -1 0
v =lim . ==
z-0 Z ebz4+1 0
Utilizzando il teorema di De I'Hospital si ha:

o ebz-1 _ beb? Jmg
vE mg'?—r}(l)z(ebz+1) B Vmglyf(}ebz+1+zbebz_ 2 b

Dalla posizione b = 2t\/% segue:

_y™g . 19 _
v = 2t\/;—gt

2
Il significato di questo risultato si interpreta nel seguente modo:

In assenza di attrito il pirottino cade con accelerazione costante pariag.

Punto 4
Nella espressione di v(t) la frazione risulta adimensionale. Di conseguenza il fattore 1,4 deve essere
omogeneo alla velocita e quindi deve essere espresso in metri al secondo.
La derivata della funzione F(t) é:
Py =t M2 g
eldt +1 4
che dopo qualche passaggio si puo scrivere nella forma:

(14A + B)e** + B

Fi(®) = eldt +1
Quest’ultima funzione coincide con la v(t) se e solo se
{14A+B=1,4 N {A=O,2
B=-14 B=-14

Pertanto, la funzione

el4t 41
F'(t) =0,2In (T) — 1,4t

€ una primitiva della funzione v (t).



La funzione v(t) & continua nell’intervallo di tempo (espresso in secondi) [0 , 1] . Il calcolo della
media integrale nell’intervallo di tempo (espresso in secondi) [0 , 1] & dato da

O = % = F(1) — F(0) = 0,2In (e“

. 1 < - . . .
L'integrale fo v(t)dt & 'area della superficie sottesa dal grafico di v(t) nell’intervallo temporale

) —1,4=126m/s

espresso in secondi [0, 1]. Questa area corrisponde alla distanza percorsa dal pirottino in 1 s,
pertanto il valore di v,,, rappresenta la velocita media del pirottino nel primo secondo di caduta.

Punto 5
L'altezza da cui cade il pirottino e la distanza Ay percorsa nel tempo di caduta T e, dalla precedente
relazione, si ha

el4‘r
Ay = 0,2-ln<T>— 1,41

La velocita media é data allora da
Ay 02 el +1
Vp=—=—'In|l———| - 1,4

T T 2
Si vuole che
v, — U
L Ymo_ 0,05
UL
Esplicitando v,, si ha
14t
1,4—22.1n (e “) +1,4
u = 0,05
1,4
0,2 et 4
1,4—7-1n — +1,4=1,4-0,05

0,2 et 4+ 1
2,73 —— In|——— | =0
T 2

Detta f(7) la funzione a primo membro, verifichiamo se per essa vale il teorema degli zeri
nell’'intervallo temporale (espresso in secondi) [1,90, 2,00].

f(r=190s)=296-1073 f(t=2,00s)=-6,85-10"*
Risulta f(t=1,90s5)-f(t=2,00s5) <0, inoltre f(t) & continua nell'intervallo temporale
(espresso in secondi) [1,90, 2,00 ]. Per il teorema degli zeri essa ha uno zero in tale intervallo.
Utilizzando il metodo di bisezione o semplicemente la calcolatrice si trova che il valore approssimato
richiesto @ 1,98 s.



Problema Gruppo 4C

Moto di una cometa

Sono date le funzioni reali nella variabile reale 8 e nei parametri reali positivi h e k:
©) = h-k N h - cos@ ) = h - senf
f " 1-—k? 14k-cosh g()_1+k-c050
Inoltre, nella seguente figura, sono rappresentate due curve I} e I[;:

Iy

-0.5

Punto 1
Stabilisci, motivando la tua scelta, quale delle due curve rappresenta il grafico della f(8) e quale
quello della g(8), per opportuni valori dei parametri h e k.

Punto 2

. . 3\ 5 .
Sapendo che la curva I’; ha un massimo relativo nel punto M (arccos (— E) ;Z)’ verifica che per la

funzione corrispondente i parametri h e k risultano univocamente determinati.

Punto 3
Dopo aver verificatoche h =1ek = %, calcola le coordinate dei punti di flesso della funzione g(8)

nell’'intervallo [—m; ].

Punto 4
Per ogni 6 appartenente all’intervallo [—m; ] siano x = f(0) e y = g(0) le coordinate cartesiane
di un punto (x, y) del piano.
Dimostra che, per ogni 8, risulta verificata 'uguaglianza:
_RkN: o 2 Rk _ g2
(x—=5) A= k2 +y? +2hk (x—=5) = h )
Riconosci che (y) € I'equazione di un’ellisse e determina la sua forma canonica.




Punto 5
Utilizzando in (y) i valori di h e k indicati al punto (3), trova I'’equazione della retta tangente a (y)

nel punto P (E;E).
4’4
Punto 6

La curva (y) descrivere la traiettoria di una cometa e il parametro k ne rappresenta I’eccentricita.
Osservando i dati in tabella individua di quale cometa si tratta, entro un errore del 3%.

Cometa T p a k
1P Halley 76,1 0,587 17,94 0,967
2P Encke 3,3 0,34 2,21 0,847
6P D'Arrest 6,51 1,346 3,49 0,614
9P Tempel 1 5,51 1,5 3,12 0,519
19P Borrelly 6,86 1,358 3,61 0,624
21P Giacobini-Zinner 6,52 0,996 3,52 0,706
26P Grigg-Skjellerup 5,09 0,989 2,96 0,664
55P Tempel-Tuttle 32,92 0,982 10,33 0,906
73P Schwassmann-Wachmann 3 5,36 0,937 3,06 0,694
75P Kohoutek 6,24 1,571 3,4 0,537
76P West-Kohoutek-lkemura 6,46 1,596 3,45 0,540
81P Wild 2 6,39 1,583 3,44 0,540
107P Wilson-Harrington 4,29 1 2,64 0,623
Hale-Boop 4000 0,914 250 0,995
Hyakutake 40000 0,23 1165 0,999

T = periodo orbitale (y = anni), p = distanza perielio (AU = Unita Astronomiche - se
espressa in unita SI 1 AU = 1,496 x 10*! m), a = semiasse maggiore (AU = Unita
Astronomiche), k = eccentricita, (fonte NASA/NSSDC).

Punto 7
Calcola il rapporto tra I'area dell’ellisse descritta dalla cometa ed il periodo. Cosa rappresenta
fisicamente il risultato ottenuto?



Soluzione Problema Gruppo 4C

Punto 1
Studiando la simmetria delle funzioni date € possibile associare ad ogni grafico la sua equazione
h-k h - cos(—6) h-k h - cos(0)
f=0) = 1—k2+1+k-cos(—9) B 1—b2+1+k-cos(9) =f©®
h - sen(—0) h - sen(0)
g(=0) = —g(®

1+ k-cos(—6) - _1+k-cos(9) -
pertanto I'; e T, sono i grafici, rispettivamente, di f(8) e g(8).

Punto 2
Imponendo le condizioni del passaggio della funzione per M e della derivata prima nulla in M si
ottiene il seguente sistema:

da cui h=1,k=§.

Punto 3
Studiando il segno delle derivate prima e seconda si individuano cinque flessi a tangente non
orizzontale:

cosf+3 25c0s0+15
’ — 5 ! — .
g (9) - (1+%cosg)2 = g (0) (5+3COS@)2 ’
N 5sen® - (3cosf + 5)(15cos6 — 7)
g°(0) =

(5 + 3cos0)*

7 7
n > 3 — T — —_
g"(6) =0 in [ T; —arccos (15)] U [arccos (15>, n]

per cui i punti di flesso sono:

F,(—m;0); F, (—arccos (%) s —arcsen (g)), F5(0;0);

F, <arccos (17—5) ;—arcsen (%)) ; Fs(m; 0).

Punto 4
Sostituendo nell’equazione alla variabile x I'espressione f(6) e alla variabile y I'espressione
g (0) si ottiene un’identita.
2(1-k2)° | y2(1-k?) _
e T T L
che & 'equazione di un’ellisse riferita al centro e agli assi a condizione che 1 — k? > 0 ossia —1 <
k<1.

Semplificando si ottiene la seguente equazione:

Punto 5
a) Verificato che il punto P appartiene all’ellisse € possibile determinare la retta tangente
richiesta mediante la “regola dello sdoppiamento”, ottenendo la seguente equazione:



64x + 60y — 125 =0
Punto 6
Calcolando il 3% del parametro k = % si ottiene I'intervallo (0,60 +0,02) e consultando i valori della

tabella si osserva che I'eccentricita compatibile con questo intervallo € quella corrispondente alla
cometa 6P D’Arrest.

Punto 7

Il rapporto si pud calcolare con: (m * semiasse maggiore * semiasse minore)/T .

Tramite questo calcolo, si ottiene 4,6 (AU)?/y (y = anni), che rappresenta la velocita areolare della
cometa.



Problema Gruppo 5A

Energia dalla mia finestra

Una tecnologia moderna produce energia elettrica sfruttando I'energia luminosa della luce che
attraversa le finestre degli edifici. Il materiale di cui e fatta la finestra & trasparente per gran parte
dello spettro visibile, ma assorbe selettivamente alcune frequenze per riemetterle in una banda
diversa. La radiazione invisibile cosi riemessa, viene convogliata ai bordi della finestra dove
opportune celle fotovoltaiche la convertono in corrente elettrica.

Su un campione del suddetto materiale si invia della radiazione il cui spettro & continuo
nell’intervallo di lunghezze d’onda compreso tra 400 nm e 700 nm (luce visibile). In un modello
opportunamente semplificato, ipotizziamo che i livelli energetici degli elettroni del materiale
siano: E1=-7,4eV, E;=-8,7eV e E3=-11,7 eV. L'energia E3 € quella del livello fondamentale degli
atomi del materiale i cui elettroni possono trovarsi in uno qualsiasi dei tre stati corrispondenti
alle tre energie indicate.

1. Riferendosi al modello dell’atomo di Bohr, si chiede allo studente di:

a) rappresentare con un schema grafico i livelli energetici dell’elettrone ricorrendo al
modello di atomo singolo di Bohr indicando tutte le possibili transizioni;

b) calcolare le lunghezze d’onda della radiazione presenti nello spettro di assorbimento
della luce visibile, giustificando la risposta (si ricorda che la costante di Planck & pari a
h= 663-10"3*JsecheleV = 1,6-10"1°));

c¢) determinare le lunghezze d’onda della radiazione, osservabili con uno strumento
sensibile nell’intervallo tra 250 nm e 1200 nm, presenti nello spettro di emissione
dello stesso materiale;

d) se tutti gli atomi del materiale si trovano nello stato fondamentale, e i suoi elettroni
assorbono la radiazione incidente con energia pari a 3 eV, stabilire quali lunghezze
d’onda della radiazione sono emesse nel processo di diseccitazione e se queste siano
maggiori, minori o uguali a quella assorbita, motivando la risposta.

2. Ll'intensita di una radiazione / € definita come la potenza per unita di superficie. Se
I'intensita incidente sul materiale, in funzione della lunghezza d’onda A, & descritta dalla
funzione F(1) = % = foll(at2 + %t + ¢)dt espressa in mW/(m?nm):

a) quali sono i valori di a e ¢ per i quali la funzione F(A) = 0 agli estremi dello spettro
visibile, cioé per A=400 nm e A=700 nm?

b) quale aspetto ha il grafico della funzione F(A) nell’intervallo [400; 700] nm?

C) quanto vale |"area sottesa dal grafico nello stesso intervallo?
d) qual e il significato fisico dellarea calcolata al punto precedente?



SOLUZIONE
1a) ci sono diversi modi di rappresentare i livelli energetici. Si puo ricorrere alla rappresentazione
schematica per livelli o a quella per orbite.

E=0

E,

Ej

Le possibili transizioni sono indicate con doppie frecce e corrispondono ai salti E1-E», E1—Es, E>—Es.

1b) Le possibili transizioni avvengono, per quanto sopra, alle energie E;;=-7.4+8.7=1.3 eV,
E13=-7.4+11.4=4.3 eV e E»3=-8.7+11.4=3 eV. Le lunghezze d’onda A corrispondenti si ricavano
dalla relazione di Planck sapendo che E=hf e che f (la frequenza della luce) vale f=c/A. Abbiamo

dunque

A_hc
" E

La costante di Planck in eVs si trova dividendo h espressa in Js per la carica del protone
h=6.63X10734/1.6X1071°=4.14X107% eVs. Moltiplicando h per la velocita della luce c=3X108 m/s,
si ottiene hc=1.24X 107 eVm, corrispondente a 1240 eV nm. Otteniamo cosi A12=954 nm, A13=288
nm e A23=413 nm. Di queste solo A»3 si trova nello spettro visibile quindi si potra osservare solo
guesta lunghezza d’onda.

1c) Lo spettro di emissione & uguale a quello di assorbimento. Nel caso di uno strumento che pud
osservare tutte le lunghezze d’onda comprese tra 250 e 1200 nm si potrebbero osservare anche
le righe a 954 e a 288 nm. Si vedrebbero dunque tre righe di emissione.



1d) Quando la sostanza assorbe la radiazione di 3 eV, corrispondente al salto dal livello 3 al livello
2, gli elettroni si portano al livello 2. Da qui l'unica possibilita consiste nel ricadere nel livello 3,
dunque l'unica radiazione possibile ha esattamente la stessa lunghezza d’onda di quella
assorbita, cioe 413 nm.

2a) Per calcolare i valori dei parametri a e b basta imporre che F(400 nm)=F(700 nm)=0. Prima di
tutto scriviamo F(A) nella forma usuale svolgendo I'integrale che & semplicemente
aA3

11
— 2
F(A) = =3 +—300}L +cA

Imponendo le condizioni sopra indicate, ed esprimendo le lunghezze d’onda in nm, si ottiene un
sistema di due equazioni in due incognite:

64 x 10° 176 x 10?
Ta + 400c = —T
343 x 10° 539 x 107
Ta + 700c¢ = —T

la cui soluzione & a=-10"* e ¢=-28/3. | valori sono espressi in unita di misura che si ricavano
dall’analisi dimensionale. Poiché le unita in cui & espressa F(A) sono quelle di mW/(m?nm),
mentre quelle di A3 sono quelli di nm?3, Ie unité di a devono essere
1 mW
/13 mznm nm® _ mZnm*
Ricordando che 1 nm=10"° m e che 1 mW=10"3 W, possiamo anche scrivere

w
[a] =— 1033.
m

Le unita di c invece sono semplicemente quelle di mW/m?.

2b) Per trovare la forma della funzione osserviamo che si tratta di una cubica che dunque avra
tre punti in cui il grafico incontra I'asse delle ascisse e presentera un massimo e un minimo. Per
trovare la posizione di questi basta imporre che la derivata sia nulla. La derivata non e che la
funzione integranda nella definizione di F(A). Dobbiamo quindi imporre che

11
al>+—»A4+c=0

150
Quest’equazione ha due soluzioni delle quali una & negativa e deve essere scartata. La soluzione
100
corrispondente al punto di massimo e A = — (11 ++vV3 ) che vale circa 600 nm. Il grafico della

funzione appare dunque cosi



F(lambda) [u.a.)

s00 | .
00}
300
200} ]

100 -
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2c) L’area sottesa dal grafico non & che I'integrale della funzione tra 400 nm e 700 nm:
700 ar* 11 A
I = j FAdl=—+—23 +-12 = 55000(325000a + 3¢ + 62)
400 12 900 2
400
Sostituendo i valori di a e c si trova che

[ = 82500 mW/m?.

2d) Il valore di / rappresenta la potenza luminosa complessiva che giunge sulla finestra per
unita di superficie. In altre parole, per ogni metro quadro di finestra, su essa incidono 82.5
W di potenza luminosa.



Problema Gruppo 5b

Induzione da piano

1. Considera la funzione lineare f(t) definita nell'intervallo [0; 10] il cui
grafico é rappresentato in figura:

fit)

25

A

1a. Individua, tra i seguenti grafici, quello della primitiva F(t) della funzione
f(t) passante per I'origine.

Grafico 1 Grafico 2
100 100
80 8
60 60
40 40
20 20
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t
Grafico 3 Grafico 4
100 00
80
6 60
0 40
20 20
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 10

1b. Determina la pendenza della retta tangente al grafico di F(t) nell’origine.



1c. Determina il valore massimo di F(t) nell’intervallo [0;10]
Motiva in modo adeguato ogni risposta.

2. La funzione lineare f(t) puo essere utilizzata come modello per descrivere situazioni
fisiche diverse.
Sia v(t) = 20 — 2t la velocita, espressa in cm/s, di una spira quadrata avente il lato di lunghezza
£=20.0 cm che si muove su un piano orizzontale (vedi figura sottostante). La resistenza della
spira @ R=2.00 Q.

.

All'istante t = 2.00 s la spira entra in una zona (in nero nella figura) in cui & presente un campo
magnetico uniforme B = 5.00 - 10* T uscente dal piano e perpendicolare ad esso. La zona
influenzata dal campo magnetico € una striscia lunga L = 20.0 cm e larga quanto il piano. Un
dispositivo permette di mantenere la velocita indicata senza interazione significativa con il
campo magnetico.
2a. Esamina la situazione descrivendo cosa accade nella spira nell’intervallo compreso tra
I'istante iniziale to= 0.00 s e 'istante finale tf= 10.00 s.

2b. Traccia il grafico della funzione che esprime la forza elettromotrice indotta nella spira in
funzione del tempo.

2c. Determina I'espressione della corrente indotta iing in funzione del tempo.
2d. Spiega se e come varia il verso della corrente indotta durante il moto della spira.

3. Verificato che la f.e.m. indotta e descritta dalla seguente funzione dove la f.e.m. e
espressa in Volt e t in secondi:

( 0 0<st<s2
(2t —20)-107° 2<t<10-2V11
f.em.(t) = |
5(—0.4t+4)-107° 10 -2V11 <t <10-2V6
L 0 10-2V6 <t <10

3a. Stabilisci se la funzione e continua in [0; 10].



3b. Spiega, attraverso un’interpretazione geometrica, perché la funzione e integrabile
nell’intervallo [0; 10].

3c. Calcola il valore dell’integrale nell’intervallo [0; 10].

3d. Interpreta, dal punto di vista fisico, il risultato ottenuto nel punto precedente.
Motiva in modo adeguato ogni risposta.



SOLUZIONE

1. f(t) definita in [0; 10]

la sua equazione e: f(t) =-2t+ 20

l.a

Il grafico che rappresenta la primitiva F(t) della funzione f(t) & il n° 2:

F(t) = ff(t)dt = —t2+4+20t+c

FO)=c —-c=0 - F(t)=-t>+20t
1.b
La pendenza della retta tangente nell’origine al grafico di F(t) € 20 (significato geometrico di
derivata)
F(t)=-t2+20t — F(t)=f(t)=-2t+20 - F(0)=-2(0)+20=20
l.c
Il valore massimo di F(t) & 100, infatti:
F(t)=-t2+20t —F(t)=f(t)=-2t+20
flt)=0 - t=10 - F(t) = -100 + 200 = 100
2. v(t) =-2t + 20 (cm/s)
[=20cm=0.20m
R=2.00Q
t=2.00s
B=5.00-10*T
L=20cm=0.20m
2.a
to=0.00s tr=10.00 s
t=2.00s ~v=16cm/s > a=-2cm/s
In entrata:
s(t) = vt -1/2 at? ~s(t) =16t —t2 Ss(t-2)=16(t-2)—(t-2)?
Ai(t) = L- s(t-2) =0.20- [16(t- 2) - (t- 2)%]
®s(t) = B A (t) = 5.00 - 104 0.20- [16(t - 2) — (t - 2)?] - 102=5.00 - 105 0.20- [16(t - 2) — (t - 2)?]
®’s(t) = -f.e.m. (t) = - 106 [16t — 2(t - 2)] = 10°-(2t - 20)
In uscita:
s(t) =16t —t2 cons(t)=20 —t?-16t+20=0 t=8+2v11
t; =8 +2v/11 non si accetta
t2=8-2V1I1 —v(t)=-2t+16=v(8-2V11)= -2 (8-2V11)+16= — 16 + 4/11+16 = 4/11
s(t) = vt —t2 = (4V11)(t — 10 + 2vV11) — (t— 10 + 2¢/11)?
Au(t) = L2 - L s(t) =12 - L-[(4VI1)(t — 10 + 2V11) - (t— 10 + 2v/11)?] =
() = Bu- Ay (t) = 5.00- 10 [0.04 -0.2[(4v/11)(t — 10 + 24/11) - (t - 10 + 24/11)?] - 102 =
= 5.00- 10°6- [0.04 -0.2[(4V11)(t — 10 + 2v/11) — (t — 10 + 2vV/11)?]
’s(t) = -f.e.m. (t) = -5.00- 10°6- [-0.2[(4v/11) = 2(t — 10 + 24/11)]] = -5.00- 10°6:(-0.2)[4V/11 - 2t +
20 +
- 44/11)] = 5.00- 10°5-(- 0.4t + 4)



s(t)=16(t-2)-(t—2)2
40=16t-32—-t>+4t-4

t2-20t+76=0
t1=10+2\/€ non si accetta
t,=10-2V6
( 0 0sts?2
(2t—20)-10"° 2<t<10-2v11
f.eem.(t) = <

5(—0.4t+4)-107¢ 10 - 2V11 <t <10 — 26

\ 0 10 —2vV6 <t <10



f.e.m.(t)

1(jl»lV) Forza elettromotrice
S~
10
5
Q
1 a 6 13 10 t (S)
]
-10
-15 ///
20
2.C
ling = fem(t) /R
2.d

La corrente indotta genera un campo magnetico indotto Bing tale da opporsi alla variazione di
flusso magnetico.

Nella fase in cui la spira entra nella zona influenzata dal campo magnetico, il flusso cresce
(aumenta la superficie soggetta al campo) per cui Bing deve essere opposto al campo B, quindi
deve essere entrante nella superficie. Per la regola della mano destra, essendo il pollice (ossia
Bing) rivolto verso il basso, le dita si chiuderanno in senso orario quindi iing girera nella spira in
senso orario.

Nella fase in cui la spira esce dal campo il Bing deve essere rivolto verso l'alto (il flusso
magnetico diminuisce) e quindi la corrente indotta girera nella spira in senso antiorario.

3.a
La funzione non e continua nell’intervallo [0; 10], infatti dal grafico della funzione notiamo dei
punti di discontinuita e precisamente:

t=2
t=10 — 211
t=10— 26
3.b

La funzione & integrabile in [0; 10], infatti pur presentando piu punti di discontinuita, essendo
una funzione continua a tratti, continuano a valere le tre proprieta fondamentali di linearita,
additivita e monotonia, in quanto derivano solamente dalla definizione di integrale; pertanto
per la proprieta di additivita se la funzione ha un punto di discontinuita di qualunque specie in

un punto c interno all’intervallo [a; b], 'integrale f:f(x)dx= facf(x)dx + fcb f(x)dx.



3.c
Calcolo dell’integrale:

10-2V11 10-2v6
f (2t—20)-10"%dt + f 5-(—0.4t+4)-10"°%dt =
2 10-2V11

= [(¢2 — 20t) - 10713021 4 [(—¢2 +20¢) - 107°]}0 28 =

=[(10 - 2vIT)" - 20(10 — 2vTT) - (4 - 40)|-107° + [(—(10 —2v6)" +20(10 —

2\/8)) — (—(10 — 2v11)" +20(10 — 2\/11))] +1076 =

=[100 — 40vV11 + 44 — 200 + 40V11 +36] - 107 + [-100 + 40v6 — 24 + 200 —
40v6 + 100 + — 40v6 + 44 — 200 + 40vV11] - 107° =

=-20-10"°+20-10"°=0

3.d

Il calcolo ci dice che le variazioni di flusso in entrata e uscita della spira dalla zona in cui
presente il campo magnetico sono uguali.



Problema Gruppo 5c¢

UNA FESTA ...ELETTRIZZANTE

Un brillante studente di matematica dell’ultimo anno di liceo, durante la tua festa di compleanno,
decide di studiare la funzione f: [0, +0) — R cosi definita:

f(x) = ax?e™* + cx,
incuia,b,c € R,cona # 0eb > 0, sono parametri da determinare.

a) Aiutalo a determinare i parametri b e ¢ in modo che il rapporto % tenda ad un numero

reale diverso da zero quando x tende a +% , con g(x) = (x? — x)e~?*. Spiega perché ¢
deve essere necessariamente nullo.

b) Ricava il valore del parametro a sapendo che la funzione assume il valore 3 nel punto
stazionario x, di ascissa positiva.

¢) La funzione cosi individuata possiede un punto di massimo assoluto? Fornisci una
spiegazione analitica esauriente.

Osserva i seguenti due grafici:

3t .
7 | Y |
B VR
F i i
1 . ! | :
FIGURA 1 | | | FIGURA 2
i ! ! 1 X | 1
i : i ! S| :
. . . 0¥ é .
Xs—h X Xs+h T xs-1/2+h XS+1/2

dove F; e F, sono punti di flesso e h un opportuno valore reale positivo.

d) Sapendo che b = 2, stabilisci quale dei due grafici rappresenta quello della funzione y =
f (x) precedentemente determinata, argomentando in modo dettagliato il metodo seguito,
e calcola il valore di h riferito in figura.

All'apertura dei regali trovi un filo conduttore e un solenoide. Per stupire il tuo professore di Fisica,
che non ha mai creduto veramente nelle tue potenzialita, decidi di costruire, con il filo, un circuito
di forma quadrata non alimentato da alcun generatore nel quale riuscirai a far circolare una
corrente, nonostante il filo non sia immerso nel campo magnetico generato dal solenoide.



Considera un circuito quadrato di lato [ = 20 cm e di resistenza complessiva R = 1,0, e un
solenoide, molto lungo, costituito da spire circolari di raggio r = 6,0 cm e con densita lineare di

. . spire . . . . . . . .
spire paria n=1,0-10° pT. Il solenoide viene inserito all'interno del circuito in modo che

I’'asse del solenoide sia perpendicolare al piano del circuito.
Nel seguito trascura per semplicita il fenomeno di autoinduzione.

R

w+—

iéud(t)
i isui(t) [}

e) Assumi che la corrente ig,;(t) circolante nel solenoide, nel verso antiorario, abbia la
seguente espressione:
iso1(t) = 3,0e2t%e™ 2,
dove t e il tempo in secondi e i la corrente in Ampere. Ricava, in funzione del tempo, I'espressione
analitica del flusso del campo magnetico generato dal solenoide attraverso la superficie racchiusa
dal circuito, la cui normale alla superficie e scelta uscente dal foglio e spiega perché essa non
dipende dal valore di |l > 2R.

f) Un amperometro rileva, per t =0 s, una corrente i;,;(t) nel circuito. lllustra le leggi

fisiche alla base del fenomeno di induzione e verifica che I'espressione della corrente

12 nrlugn
e2R

indotta al tempo t = 2,0 s € i;,4(2,0) = ( e & il numero di Nepero). Se utilizzi un
amperometro di portata 10 mA e di sensibilita 0,1 mA riesci a rilevare questa corrente?

Motiva adeguatamente la risposta.

g) Considera ora la carica netta q(t) transitata attraverso una sezione del circuito in funzione
del tempo t >0 s (per t <0 s la carica & assunta nulla). Spiega perché, in un tempo
infinito, questa carica € nulla.

Nota per lo studente curioso.

Il campo magnetico prodotto dalla corrente iy, (t) & confinato all'interno del solenoide lungo.
Invece, il campo elettrico indotto agisce anche al di fuori del solenoide e determina il movimento
dei portatori di carica all'interno del circuito.



RISOLUZIONE
a) Dobbiamo studiare il seguente limite:

. ax?e b + cx
im —————.
x—+o0 (X2 — x)e~2¥
Se ¢ # 0, il limite assume una forma del tipo:

0+ o

—_— — OO,

0
e cio e assurdo poiché il testo richiede che il limite sia finito non nullo. Di conseguenza, ¢ = 0.

Di conseguenza, la funzione f(x) ha la seguente espressione:
f(x) = ax?e™bx,

Studiamo, ora, al variare di b il limite lim @:
x—+00 g(X)

ax2e—bx 0 b>2

lim ————=4Ja#0 b=2.

N 2 -2x
x +00(x x)e . bh<?2

Di conseguenza, deve aversi:

per cui si ottiene:
f(x) = ax?e™?x,

b) La funzione y = f(x) & derivabile sul suo dominio. | punti stazionari di tale funzione si
ottengono risolvendo la seguente equazione:
f'(x) =0.
Il calcolo della derivata fornisce:
f'(x) = a(2x — 2x%)e?%,
dunque, si ha:
0=f"(x) =ax —2x?)e ™ < x = 0,1.
Quindi, dobbiamo assumere x; = 1. Per determinare a basta considerare la seguente equazione:
3=f(xs) =f(1) =ae™?
da cui segue:
a = 3e?.
Quindi, la funzione f ha la seguente espressione:
f(x) = 3e?x?e 2%,

c) Studiamo gli intervalli di monotonia della funzione f:
flx)>0e3e?(2x—2xNe™* >0 2x—2x2>0x=>200<x<1,
di conseguenza, si ha:
f e strettamente crescente & 0 < x < 1; f e strettamente decrescente & x > 1.
Di conseguenza, f assume in x; il valore piu grande che e dunque il punto di massimo assoluto di
tale funzione.

d) Procediamo nella determinazione dei flessi di f. Innanzitutto, determiniamo la derivata seconda
della funzione data:

f"(x) = 3e?[2 — 4x — 4x + 4x%]e™?* = 6e?[2x? — 4x + 1]e™%%;
di conseguenza, gli zeri della derivata seconda sono:



V2 V2

x1=1__ x2=1+_.

2’ 2
Ricordando che x5 = 1, si deduce che il grafico della Figural rappresenta il graficodi f e h = \/2_3

e) Innanzitutto, osserviamo che il campo magnetico §(t) nel solenoide e uniforme e
perpendicolare al circuito. Inoltre, per la regola della mano destra € uscente dal piano del foglio. Di
conseguenza, il modulo del campo magnetico e dato da:
B(t) = pgnig (t) = 3ugne?t?e2t,
Di conseguenza, il flusso ¢ (t) del campo magnetico uscente dal circuito risulta essere dato da:
¢(t) = B(t)nr? = (3nr?uyne?)t?e 2,
Il flusso non contenendo il parametro [, ne e indipendente.

f) La presenza di una corrente nel solenoide variabile nel tempo produce un campo magnetico
variabile nel tempo localizzato nel solenoide; tale campo determina un flusso del campo
magnetico variabile nel tempo. Di conseguenza, per la legge di Faraday-Neumann-Lenz, il circuito

soggetto ad una forza elettromotrice indotta £(t) = —%. Quindi, per la legge di Ohm, il circuito
e percorso dalla corrente indotta i;,,4(t) = %f).
Calcoliamo la corrente indotta:
E(t 1de(t 3nruyne?) d 6nr?uyne?
iind(t)zﬁz—— ¢():—( MO )— 2 _thut(t_l)e_za
R R dt R dt R

Di conseguenza, si ha:

, (6mr?ugne?) . 12ar?ugn

lina(2) = TZ(Z —De %% = TRez

Sostituendo i valori numerici, si ottiene:
[ina(2) = 2,3 mA,
valore che puo essere rilevato dal nostro amperometro.

g) La carica q(t) che attraversa il circuito si calcola nel seguente modo:

a(0) = f iina(s)ds.

Di conseguenza, la carica netta q;,¢ che attraversa la generica sezione del circuito, dopo un tempo
lunghissimo, si puo calcolare nei seguenti termini:

Gror = lim q(t).
t—+o0
Possiamo evitare di calcolare I'integrale, osservando che, grazie al punto f), si ha:

jiind(t)dt = —lf dp(0)

1 1
- __ - __ 2 2V42 -2t
R Tt dt = Rd)(t)+C R(3T[‘I" Uone)te =t + C,

dove C & una costante arbitraria. Ora q(t) & la primitiva di i;,,4(t) che si annulla per t = 0; di
conseguenza, si ha:

1
q(t) = — 2 (3nriugne®)t?e2t,
Infine, si ha:

1
Qtot = —tETwE(3nr2yone2)tze‘2t =0C.
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