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LICEO SCIENTIFICO 2017 - PROBLEMA 1

Si puo pedalare agevolmente su una bicicletta a ruote quadrate? A New York, al MoMath-
Museum of Mathematics si pu6 fare, in uno dei padiglioni dedicati al divertimento
matematico (figura 1). E perd necessario che il profilo della pedana su cui il lato della
ruota puo scorrere soddisfi alcuni requisiti.

In figura 2 e riportata una rappresentazione della situazione nel piano cartesiano Oxy: il
quadrato di lato DE = 2 (in opportune unita di misura) e di centro C rappresenta la ruota
della bicicletta, il grafico della funzione f(x) rappresenta il profilo della pedana.

Figura 1

Figura 2

1)

Sulla base delle informazioni ricavabili dal grafico in Figura 2, mostra, con le opportune
argomentazioni, che la funzione:
e*+e™*
fx) =2 - — X €ER

rappresenta adeguatamente il profilo della pedana per x € [—a; a]; determina inoltre il
valore degli estremi a e - a dellintervallo.
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https://youtu.be/UhqoztkzANU
http://momath.org/
http://momath.org/
https://youtu.be/FayemJb2-w4?t=6

Cerchiamo le intersezioni con gli assi del grafico della funzione f(x):

sex=0,y=v2—-1; sey= S0, 2VZ-e*—e*=0,
W2e¥—e*—1=0, e¥-2V2e¥+1=0, e*=V2xVi=v2%1,

x=m(2+1), quindi: a =In(v2+1 ) = 0.88; notiamo che

m(V2—-1)=In(z=)= ~In(vZ+1)

Risulta quindi: [-a; a] = [-In(vV2+1 ); In(vV2+1 )]

La tangente al grafico della curva nel punti (-a; 0) ha coefficiente angolare f'(—a).

Risulta:

a \/—
f (x) = , f'(=a) == = (‘F“) V2ri- 2(‘/— Y_1:1a tangente in

=(—a; 0) forma quindi un angolo di 45° con I'asse x. Quando D coincide con A il lato
DE coincide con la tangente al profilo della pista in A e il centro della ruota si trova sulla
verticale per A.

. BELIEVE IT OR NOT, HE'S ON A ROLL
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Pertanto la funzione f(x) =2 — ¢~

della pedana.

x € R rappresenta adeguatamente il profilo
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Per visualizzare il profilo completo della pedana sulla quale la bicicletta potra muoversi, si
affiancano varie copie del grafico della funzione f(x) relativo all'intervallo [—a ; a], come
mostrato in Figura 3.

v

Figura 3 X
2)

Perché la bicicletta possa procedere agevolmente sulla pedana € necessario che:
e a sinistra e a destra dei punti di non derivabilita i tratti del grafico siano ortogonali;
e la lunghezza del lato della ruota quadrata risulti pari alla lunghezza di una
‘gobba’, cioe dell’'arco di curva di equazione y = f(x) perx € [—a; al.
Stabilisci se tali condizioni sono verificate.

[N.B. In generale, la lunghezza dell’arco di curva avente equazione y = ¢(x) compreso tra le ascisse

x, e x, € datada fxx: 1+ ((p’(x))zdx 1.

Abbiamo gia detto nel punto precedente che la tangente destra nel punto A = (—a; 0) ha
coefficiente angolare 1; la tangente sinistra nel punto A é parallela alla tangente sinistra
nel punto B = (a; 0); il coefficiente angolare della tangente sinistra in B €:

f'(@) = =25 = —f'(~a) = —1: quindi f'(a) - f'(~a) = (—-1)(1) = —1.

Le tangenti destra e sinistra in A sono quindi ortogonali.

Verifichiamo che la lunghezza | di una gobba € pari a 2 (lato della ruota).

a a a X _ p—X\2
l=] f1+(f'(x) 2dx=2] f1+(f'(x) 2dx=2] \/1+(—%) dx =
—-a 0 0
a 2x_|_ —2x_2 a 2x+ -
_2-[\/1+<e 64 )dx—Zf\/2+e ¢ dx—f\/2+ezx+e_2xdx—

2e%% + e + 1 2"+1 2"+1
f ™ x—f dx—f dx—f(e +e ) dx =
In(v2+1) _

=J2+1- (\/_ 1) = 2 = lato ruota

=[ex—e_x]g=ea— —(1—1)—8
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https://youtu.be/okKmwhPqk9M

3)

Considerando la similitudine dei triangoli rettangoli ACL e ALM in Figura 4, e ricordando il
significato geometrico della derivata, verifica che il valore dell’'ordinata d del centro della
ruota si mantiene costante durante il moto. Pertanto, al ciclista sembra di muoversi su
una superficie piana.

\ Clx, d) o
\ 1 E »
\\ a
\-.\ Ll
.\\‘A(x,t(x)) i y=1{x)
W RN R
1 0 1
Figura 4

| due triangoli ACL e ALM sono simili essendo rettangoli (in L ed M rispettivamente) ed
essendo I'angolo MAL congruente all’angolo ACL poiché complementari dello stesso
angolo CAL. Indicato con a I'angolo LAM, risulta:

’()—t()—LM—AL—AL—AL indi AL = f'(x) = ex—e‘x_e‘x—ex
fe)=tgla) =g =17y =7 = AL quindi AL =f(x) = 2 2
Ma eé anche:

e—x _ ex e—2x + er -2
AL=«/AC2—CL2=\/(d—f(x))2—1=T, (d-f(x) —1= 7
(d—f( ))z_1+e‘2x+ezx—2_2+e‘2x+ezx_(ex+e"‘)2 -

f(x)) = 2 = 2 = > , quindi:
e*+e™* eX¥ —e™* e*+e™* e¥+e™*
d—f)=—p—, d=f(x)+T=\/§— —+t— =2

Quindi 'ordinata d del centro della ruota & costante ed uguale a V2.

— L —., T o~ -
“\.ﬂ"f H\\f’f N _f"/- I T ,\J;,.-*
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https://youtu.be/l_q4KYVo-ic
https://youtu.be/l_q4KYVo-ic

Anche il grafico della funzione:

OPEAL A -

E—T, per x € B

se replicato varie volte, puo rappresentare il profilo di una pedana adatta a essere
percorsa da una bicicletta con ruote molto particolari, aventi la forma di un poligono
regolare.

4)
Individua tale poligono regolare, motivando la risposta.

In(3) _In(3)

. . Y—e™* ~r—e* In(3 2 - 2
Anche in tal caso risulta: f'(x) = ———="—-, f’ (— n; )) = =

1 ! _1 2
_ (eln®)Z — (In3))72 _ V3 V3 3V3 V3

2 2 2 3
Quindi la tangente destra nel punto (—@; 0) € inclinata di 30°. Per simmetria la

tangente sinistra € inclinata di 150°; le due tangenti formano quindi un angolo di
180° — 60° = 120°, che & la misura dell’angolo interno dell’esagono regolare.

La ruota & quindi un poligono regolare con angolo di 120°, cioé un esagono.

BN e e e

Osservazione
. . eX+e ™™ | « -
La curva di equazione f(x) = —¢ detta “catenaria” ed

é indicata anche con il simbolo Ch (coseno iperbolico). |l
suo grafico € indicato a fianco.

Con la collaborazione di Angela Santamaria
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LICEO SCIENTIFICO 2017 - PROBLEMA 2

Consideriamo la funzione f: R — R, periodica di periodo T = 4 il cui grafico, nell'intervallo
[0; 4], e il sequente:

Figural

Come si evince dalla Figura 1, i tratti OB, BD, DE del grafico sono segmenti i cui estremi
hanno coordinate: 0(0,0),B(1,1),D(3,—1),E(4,0).

1)
Stabilisci in quali punti del suo insieme di definizione la funzione f e continua e in quali &
derivabile e verifica I'esistenza dei limiti: lim,_, o f(x) € lim,_ o UC qualora

x )
esistano, determinane il valore.
Rappresenta inoltre, per x € [0; 4], i grafici delle funzioni:

gx) =f'(x), h(x)=[ fOadt.

La funzione e continua in tutto il suo dominio, mentre non & derivabile nei punti di ascissa
x=2k+1, con keZ.

La funzione oscilla fra -1 e 1, quindi non esiste il lim,_ ., f(x) .

Invece esiste il lim,_, ;o %x) ed e uguale a 0 per il teorema dl confronto, essendo (x>0)

—i < % < % con gli estremi (i due carabinieri!) tendenti a zero per x - +oo.

Possiamo indicare I'espressione analitica di f nell’intervallo indicato:
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x, se0<x<1
f(x):{—x+2, sel<x<3
x—4, se 3<x<4

Segue facilmente I'espressione analitica di g(x) = f’(x):
1, se0<x<1

gx)=f'(x) = {—1, sel<x<3
1, se 3<x<4

Il grafico di g € il seguente:

Studiamo ora la funzione integrale h(x) = foxf(t) dt. Questa funzione pud essere
studiata in modo qualitativo ma, essendo nota I'espressione analitica di f(x) possiamo
trovare anche I'espressione analitica di h(x), che & una funzione continua e derivabile,
con derivata uguale ad f(x). Essendo:

x, se0<x<1
f(x)={—x+2, sel<x<3
x—4 se3<x<4

Se0<x<1 h(x)=[ f(O)dt= [ tdt= Etzr =%x2
0

Sel<x<3: h(x)=[ f(O)dt=[ f(®)dt+ [ fO)dt=[ tdt+ [ (—t+2)dt=
—[1t2]1+[ 1t2+2t]x—1 etz ( 1+2)— i1
I R R ) R e W R B S

Se3<x<4 h(x)=[ f(O)dt=[ f(®O)dt+[ fO)dt+ [ f(t)dt=

—1+[ 1t2+2t]3+]x(t 4)dt—1+[ 9+6 1+2]+[1t2 4t]x—
2 2 2 2 2 (2 ) 2 -

Liceo Scientifico 2017 — Problema 2 2/ 6 www.matefilia.it




S N <9 12)—12 4x + 8
=2 2 X T3 T T

Quindi:

1
Exz, se 0<x<1

X
1
h(x)=]f(t)dt=<—§x2+2x—1, se 1<x<3
0

1
§x2—4x+8, se 3<x<4

05

Si tratta di tre parti di parabola, il cui grafico complessivo ¢ il seguente:

-05

2)

modo che s(x) abbia lo stesso periodo di f(x).

4
b

quadrato OABC ed indichiamo con R;, R, ed R; le parti richieste:

Considera la funzione: s(x) = sen(bx) con b costante reale positiva; determina b in

Dimostra che la porzione quadrata di piano OABC in Figura 1 viene suddivisa dai grafici
di f(x) e s(x) in 3 parti distinte e determina le probabilita che un punto preso a caso
allinterno del quadrato OABC ricada in ciascuna delle 3 parti individuate.

La funzione s(x) = sen(bx) haperiodoT =22 =4 se b= ~; quindi s(x) = sen (gx)

Rappresentiamo nello stesso piano cartesiano le due funzioni f(x) ed s(x) insieme al
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R,
05

-05

Calcoliamo le aree delle tre regioni:

e (Bx) = 1= [~ Zeos ()|

Area(R;) =1 —j >

0 0

1 T 1 2 1
rea(R,) jo sen (2 x) X > = =73

1
Area(R;) = 3

Le probabilita richieste sono quindi:

__AreaR) 2 a6 - 36y

PL= rea(0ABC) ~ w0 TP
Area(R 2 1

(R2) 2 1. 014=149%

P2 = Area(0OABC) )

_ Arealfs) _1_ 50 =50
P3 = Area(0ABC) 2 007

3)

2
T

Considerando ora le funzioni: f2(x) e s2?(x) discuti, anche con argomentazioni
qualitative, le variazioni (in aumento o in diminuzione) dei 3 valori di probabilita

determinati al punto precedente.

Osserviamo che, essendo f(x) ed s(x) minori o uguale ad 1, i loro quadrati sono inferiori,

percio:
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f2) < f(x) ed s*(x) < s(x)
Si ha pertanto:

J: sen (gx) dx > flsenz (%x) dx,

0

pertanto I'area Area(R;) aumenta (si ottiene sottraendo ad 1 una quantita minore):
la probabilita p, quindi aumenta.
Si ha poi:
1 1

f f(x)dx > f f2(x)dx

0 0
pertanto I'area Area(R3) diminuisce (& inferiore ad %):
la probabilita p; quindi diminuisce.

Per quanto riguarda 'area della regione compresa fra il grafico di s2(x) ed f?(x)
effettuiamo il calcolo diretto (notiamo che il grafico di s2(x) sta sopra quello di f2(x)):

1 1 s 111 — cos(mx

Area(R,) =.f [s2(x) — f2(x)]dx =f [sen2 (—x)—xz]dx =f #—xz dx =
0 0 2 0 2

—[1 ! (mx) 13]1—1 0 1—1~017—17(V>14(V

= |5% = 5-sen(mx) — 5 x =3 3= g=017= 0 0

Quindi la probabilita p, aumenta.

Rappresentiamo graficamente la nuova situazione:

151y

Ry
054 . "Ry

3 fl(l)

0.5
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4)

Determina infine il volume del solido generato dalla rotazione attorno all’asse y della
porzione di piano compresa tra il grafico della funzione h per x € [0; 3] e I'asse delle x.

Rappresentiamo la regione piana richiesta:

Y

054

-0.5

Calcoliamo il volume generato dalla rotazione attorno all’asse y utilizzando il metodo dei
gusci cilindrici. Si veda approfondimento alla pagina

http://www.matefilia.it/argomen/qusci-cilindrici/metodo-gusci-cilindrici.pdf

3 1

1 3 1
x-h(x)dx=2nj x-—xzdx+f x-(—5x2+2x—1)dx
0 1

1
V=2T[] x-h(x)dx+2nj
0 1 2

11 3 1 1
=21 J —x3dx+J (——x3+2x2—x)dx =21 [—x [——x +—x ——x]
) 2 72 8

=2 <1+10)—<83 ) 3=21729 ud =V
=g+ )= () w =21 ud =

Con la collaborazione di Angela Santamaria
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LICEO SCIENTIFICO 2017 - QUESTIONARIO

QUESITO 1

.. . 1 . . 1

Definito il numero E come: E = [ xe*dx, dimostrare che risulta: [, x*e*dx = e — 2E
. 1 . AT

esprimere | o x3e*dx in termini di e ed E.

Cerchiamo una primitiva di xe* integrando per parti:

fxexdx=xex—fl-exdx=xex—ex+c
Risulta quindi:

1
E=j xeXdx = [xe* —e¥]f=e—e—(0—e%) =1
0
Calcoliamo una primitiva di x2e* integrando ancora per parti:

szexdx=xzex—j2x-exdx=xzex—2[x-exdx
Quindi:

1 1
f xZe*dx = [x%e*]} — ZJ- xe*dx =[e—0] —2E = e — 2E
0 0

Calcoliamo infine f01x3exdx: (sempre per parti):

f01x3exdx = [x3e*]} — fol 3x%e¥dx =e—3 folxzexdx =e —3(e — 2E) = 6F — 2e.

QUESITO 2

Una torta di forma cilindrica € collocata sotto una cupola di plastica di forma semisferica.
Dimostrare che la torta occupa meno dei 3/5 del volume della semisfera.

Indichiamo con R il raggio della sfera, con r il raggio del cilindro e con x I'altezza del
cilindro (0 < x < R); risulta: V(sfera) = ;(gnRE‘) = gnR3 e V(cilindro) = nr?h.
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Si ha: r? = R? — x?, quindi: V(cilindro) = nr*h = n(R? — x*)x

Determiniamo il massimo volume del cilindro, trovando il massimo della funzione:
1

y = (R? = x¥)x = (R? — x?)(x?)2 = max

Per via elementare:

La funzione y € data dal prodotto di due potenze la cui somma delle basi & costante,
quindi € massima se le basi sono proporzionali agli esponenti:
RZ _ x2

x? V3

= — 2 — R? = _—

1 —1,3x R4, x R3
2

Il volume massimo del cilindro & quindi:
1 2
Vanﬂ—gRﬁR——=5V§nR3

| 3/5 del volume della semisfera sono:

3/2 2
= R3)=_ R3
5(3” 57"

Dobbiamo verificare che %x/? < % Risulta %\/? ~ (.38 < g = 0.40.

Quindi la torta occupa meno dei 3/5 del volume della semisfera.
Usando le derivate:
Cerchiamo il massimo della funzione y = (R? —x?)x , per 0<x <R.

V3 V3

y'=-2x2+R?—x%2=-3x24+R?>>0 se —R?SxSRf. La funzione & quindi
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crescente daOadR g e decrescente da R? ad R: il massimo assoluto si ha per

3 . ' . .
x =R g . Poi si procede come nella discussione per via elementare.

QUESITO 3
Sapendo che:
 Vax+2b—-6
M !

determinare i valoridi a e b.

Siccome il numeratore per x=0 vale Vv2b — 6, ed il denominatore vale 0, deve essere:
V2b — 6 = 0, altrimenti il limite sarebbe infinito. Quindi: v2b =6, 2b =36, b =18

Quindi il limite assume la forma:

ax
VaxT36-6 6|36t 1" \3 6+1 \

lim——m— =lim— —11m6
x—-0 X x-0 X x—-0
ax
lime a E-I'l_l\_a(l)_a_l 1
% 36 o /_6 2) " 127 e T

1+x)k-1

Abbia usato il limite notevole: lim,_, = k.

| valori richiesti sono quindia =12 e b = 18.

Metodo alternativo:

. Vax+2b -6 (\/ax +2b—6)(Vax + 2b + 6) o _ax+2b-36
m——---m= = 11m
ad x x—>0 x(\/ax + 2b + 6) ad x(\/ax +2b + 6)

Deve essere v2b — 6 = 0, altrimenti il limite sarebbe infinito. Quindi:

Vv2b =6, 2b =36, b = 18. Pertanto il limite diventa:

ax a a
lim = lim =—=1 se a=12.
~0x(Vax+36+6) *0(Vax+36+6) 12
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QUESITO 4

Per sorteggiare numeri reali nell’intervallo [0, 2] viene realizzato un generatore di numeri
casuali che fornisce numeri distribuiti, in tale intervallo, con densita di probabilita data

dalla funzione: f(x) = ;xz - %x3 .

Quale sara il valore medio dei numeri generati?
Qual e la probabilita che il primo numero estratto sia 4/37?
Qual & la probabilita che il secondo numero estratto sia minore di 1?

6 .
=6 T == valor medio

Trattandosi di una variabile aleatoria continua, la probabilita che assuma un dato valore
0: la probabilita che il primo numero estratto sia 4/3 € 0.

La probabilita che il secondo numero estratto sia minore di 1 in [0, 2] € data da:

3 3 11 1 3

(X<1)—j1()d —Jl(g L. —[1 o2y = =2 Cp<t
P Al N VR kel PR T Ml R Tk TR A

QUESITO 5

Dati i punti A(—2,3,1), B(3,0,—1), C(2,2,—3), determinare I'equazione della retta r
passante per A e per B e I'equazione del piano © perpendicolare ad r e passante per C.

La retta per A e B ha parametri direttori: [ =3+2=5 m=0-3=-3, n=-1—-1=-2
La retta AB ha quindi equazioni parametriche:

x =—2+45¢t
riyy=3-3t
z=1-2t

Un piano perpendicolare ad r ha i suoi stessi parametri direttori, quindi 'equazione di = &
del tipo: 5x — 3y — 2z + d = 0; imponendo il passaggio per C si ha:
10-6+6+d=0, d=-10. Quindi:

m: 5x—3y—2z—-10=0
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QUESITO 6

sen(x)—x .
Sla un numero

Determinare il numero reale a in modo che il valore di lim,_,
reale non nullo.

xa

Osserviamo che essendo a un numero reale, il limite & da intendersi per
x — 0%, altrimenti non avrebbe senso x?.

1) Utilizzando lo sviluppo in serie di sen(x) = x — <+ o(x*) abbiamo:

%3

. 30 1 ,. —
=11mx_>ox—il=—g}cl_r>r(1)x3 @ #0se3—a=0,a=3

3
X

li sen(x)-x li x—?+o(x3) —x

x—0 xa My0

xa

. N N 1
[l limite € un numero reale non nullo se a=3 (ed e _g)-

2) Osserviamo che, per avere un valore non nullo, deve essere a > 0, pertanto il
limite si presenta nella forma indeterminata [%] Utilizziamo la regola di De L'Hopital (di cui

sono facilmente verificabili le ipotesi: numeratore e denominatore funzioni continue e
derivabili in un intorno dello 0, derivata del denominatore non nulla in un intorno dello 0, 0
escluso):

Il limite del rapporto delle derivate é:

cos(x) —1 _ i (cos(x) = D(cos(x) +1) —sen?(x) =1 sen’(x)
o0 ax®T x50 ax®1(cos(x) +1) 30 ax®1(cos(x) +1) 2a #50 xa-1

Questo limite é finitose 2 = a — 1, da cui a = 3 ed il limite vale —i = —% )

QUESITO 7

Determinare le coordinate dei centri delle sfere di raggio \/6 tangenti al piano m di
equazione:x + 2y — z + 1 = 0 nel suo punto P di coordinate (1,0, 2).

Le sfere sono chiaramente due ed i loro centri sono i punti della normale al piano in P
che distano V6 dal piano stesso. La normale in P al piano dato ha equazioni:
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x=1+4+t
n:y y=2t
z=2-—-t

Detto R il raggio delle sfere deve essere R? = 6, quindi i centri delle sfere sono i punti C
dintaliche:CP?2=6; (1+t—1)?+2t—-0)2+2-t—-2)2=6; 6t>2=6, t=+1

t=1: C;=(2;2;1); t=-1: C, = (0;—-2;3).

| centri delle sfere sono quindi: C; = (2;2;1),C, = (0;-2;3) .

QUESITO 8

Un dado ha la forma di un dodecaedro regolare con le facce numerate da 1 a 12. Il dado
e truccato in modo che la faccia contrassegnata dal numero 3 si presenti con una
probabilita p doppia rispetto a ciascun’altra faccia. Determinare il valore di p in
percentuale e calcolare la probabilita che in 5 lanci del dado la faccia numero 3 esca
almeno 2 volte.

La probabilitd che esca un numero diverso da 3 & g ; deve essere: p + 11 (g) =1,

quindi: 13p =2, p = % = 15.4 % (la probabilita che esca un numero diverso da 3 & %).

Calcoliamo la probabilita che in 5 lanci il 3 esca almeno 2 volte. Si tratta di una

distribuzione binomiale conn =5 ,p = 133 eq=1—-p=11/13. Quindi:

p(esce il 3 almeno 2 volte) = 1 — [p(esce il 3 zero volte) + p(esce il 3 una volta)] =

1= [C)pa+ (e = 1-[(2) +5 () () |- 1- () [ra+ag] =
= o/P 1T TP 9|7 13 13)\13) |~ 13) 1137131
11* 63832

=1-21"—=
135~ 371293

= 0.172 = 17.2 % = p(esce il 3 almeno 2 volte)
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QUESITO 9
Dimostrare che I'equazione: arctg(x) + x> + e* = 0 ha una e una sola soluzione reale.
La funzione f(x) = arctg(x) + x3 + e* & continua su tutto R ed ha i seguenti limiti alla

frontiera: se x—> —o, f(x) » —o0, sex—> 4+, f(x) » +o0o: quindi la funzione
ammette almeno uno zero, Studiamo la derivata prima:

f'(x) = 1+1x2 + 3x% 4+ e* > 0 per ogni x: la funzione e quindi sempre crescente percio il

suo grafico taglia I'asse delle x solo una volta; pertanto 'equazione data ammette una
sola soluzione reale.

QUESITO 10

Data la funzione: f(x) = |4 — x?| verificare che essa non soddisfa tutte le ipotesi del
teorema di Rolle nell'intervallo [-3; 3] e che comunque esiste almeno un punto
dell'intervallo [-3; 3] in cui la derivata prima di f (x) si annulla. Questo esempio
contraddice il teorema di Rolle? Motivare la risposta in maniera esauriente.

Si verifica facilmente che la funzione non & derivabile in tutto I'intervallo aperto (-3; 3),
non essendo derivabile in x=-2 e x=2, come si puo verificare facilmente dal grafico della
funzione (che si ottiene facilmente dalla parabola di equazione y = 4 — x? confermando
la parte positiva e ribaltando rispetto all’'asse x la parte rimanente). La derivata della
funzione si annulla per x=0 (punto a tangente orizzontale del grafico), ma cid non
contraddice il teorema di Rolle, che fornisce delle condizioni sufficienti per avere almeno
un punto in cui si annulla la derivata prima, ma non necessarie; cioe, anche se non sono

verificate le ipotesi del teorema di Rolle pu0 esistere qualche punto in cui la derivata si
annulla.

Con la collaborazione di Angela Santamaria
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